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Исследование и решение двухкритериальной задачи 
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Рассматривается двухкритериальная задача о покрытии множества, возникающая в различных при-
ложениях, в частности при поиске оптимального размещения центров обслуживания. Строится и 
анализируется ее математическая модель в виде задачи целочисленного линейного программирова-
ния, обсуждаются подходы к решению задачи, предлагаются алгоритмы точного и приближенного 
решений. Приводятся результаты экспериментальных исследований для задачи оптимального раз-
мещения центров телекоммуникаций и задач со случайными исходными данными. 

Ключевые слова: многокритериальная оптимизация, дискретная оптимизация, целочисленное 
программирование, задача о наименьшем покрытии множества, задача о доминирующем множестве, 
перебор L-классов, центр телекоммуникаций. 

In this paper, we consider a bicriteria set covering problem which in a lot of practical situations, in par-
ticular, by location of service centers, is used. Integer linear programming model for the problem is described 
and analyzed, some exact and heuristic algorithms are suggested. The results of computational experiment 
for the practical problem of location of telecenters and instances with random data are presented. 

Key words: multiextremal optimization, discrete optimization, integer programming, set covering prob-
lem, dominating set problem, L-class enumeration, telecenter 

Введение. Задача о наименьшем покрытии множества (ЗНП) относится к числу широко известных задач 
дискретной оптимизации и имеет многочисленные приложения. В работе [1] содержится обзор результатов, 
связанных со структурой и сложностью данной задачи, алгоритмами ее решения и экспериментальными 
исследованиями. 

Для решения задач о покрытии разработано большое количество точных алгоритмов, основанных на 
различных техниках: методе ветвей и границ [2-6], алгоритме отсечений [4,7], алгоритме перебора L-классов 
[8, 9] и др. Известные теоретические верхние оценки трудоемкости точных методов в худшем случае, как 
правило, оказываются сопоставимы с трудоемкостью полного перебора (см., например, [7, 10, 11]). Поэтому 
при решении практических задач целесообразно использование различных эвристических подходов [9,12-
14]. Особое внимание уделяется разработке гибридных алгоритмов [3, 5, 9], в которых переборные схемы 
комбинируются с отсечениями и различными эвристическими подходами. 

На практике ЗНП возникает при размещении центров обслуживания [2, 15, 6], в системах информацион-
ного поиска, при назначении экипажей на транспорте [2, 17], проектировании конвейерных линий и т. д. 
Поскольку во многих случаях для описания цели оптимизируемой системы одного критерия недостаточно, 
используются многокритериальные задачи оптимизации, например двухкритериальная задача о покрытии 
множества.  

В работе [18] изучалась прикладная задача размещения центров телекоммуникаций (ТК) в регионе. Ис-
пользование телекоммуникационных технологий имеет большое значение для развития экономики отдель-
ных районов и закрепления в них населения. Для указанной задачи предложена однокритериальная модель, 
представляющая собой некоторое обобщение задачи поиска оптимального доминирующего множества в 
графе, на основе этой модели проведены расчеты для одного из архипелагов Эгейского моря. В [19, 20] дан-
ная задача исследуется как двухкритериальная задача о доминирующем множестве в графе, в которой тре-
буется минимизировать общую стоимость размещения центров и максимизировать уровень удовлетворения 
потребностей в услугах этих центров. 

В настоящей работе анализируется двухкритериальная задача о покрытии множества, предлагаются ал-
горитмы поиска точных и приближенных парето-оптимальных решений, основанных на разработанных ра-
нее алгоритмах для ЗНП, в частности алгоритме перебора L-классов, приводятся результаты эксперимен-
тальных исследований. 
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1. Постановка задачи. Приведем комбинаторную постановку задачи о наименьшем покрытии множест-

ва. Пусть даны множество { }mM ,...,1=  и набор его подмножеств MM j ⊆ , где nj ,...,1= . Совокуп-

ность { } { }, 1,. . . ,jM j J n∈ ⊆  называется покрытием M , если MM
Jj

j =
∈
U . Каждому MM j ⊆  при-

писан вес 0≥jc , который можно интерпретировать как затраты на включение данного подмножества в 

покрытие. Требуется найти покрытие минимального суммарного веса. Задачу будем называть невзвешен-

ной, если все подмножества jM  имеют веса, равные единице. Не нарушая общности, будем полагать, что 

покрытие существует. Соответствующая модель ЦЛП имеет вид 

min)(
1

→= ∑
=

j

n

j
jc xcxf      (1) 

при условиях 

1
1 1

n

ij j
j

a x , i ,...,m;
=

≥ =∑      (2) 

{ }0 1 1jx , , j ,...,n,∈ =      (3) 

где 1=ija , если jMi ∈ , и 0=ija  в противном случае njmi ,...,1;,..,1 == ; 1jx = , если jM  входит в 

покрытие, иначе 0=jx , nj ,...,1= . 

Далее исследуем двухкритериальную задачу о покрытии множества, в которой требуется найти покры-
тие, минимизирующее функцию затрат (1) и максимизирующее функцию эффективности, имеющую вид 

( ) max.
n

u j j
j 1

f x u x
=

= →∑  

Будем полагать, что cj>0, uj>0, j=1,…,n. Для данного критерия заменим максимизацию на минимиза-
цию и построим соответствующую задачу ЦЛП:  

1
1

( ) min
n

j j
j

f x c x
=

= →∑      (4) 

2
1

( ) min
n

j j
j

f x u x
=

=− →∑      (5) 

при условиях  

1

1, 1,.., ,
n

ij j
j

a x i m
=

≥ =∑      (6) 

,n,..,j,x j 110 =≤≤      (7) 

1jx , j ,..,n.∈ =]       (8) 

Для анализа задачи (4) – (8) введем необходимые определения. Рассмотрим задачу многокритериальной 
дискретной оптимизации (МДО): 

1( ) ( ( ),..., ( )) minhF x f x f x= → , 

,Xx ∈  

где X – некоторое конечное множество из n\ , 2h ≥ . 
Один из наиболее распространенных подходов к решению многокритериальных задач оптимизации свя-

зан с понятием оптимальности по В. Парето. Точка Xx ∈  называется парето-оптимальным решением, 
если не существует ( )x X x x∈ ≠ , такой что 
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1) ( ) ( ), 1,...,k kf x f x k h≥ = ; 

2) ( ) ( )k kf x f x>  хотя бы для одного { }1k ,...,h∈ . 

Обозначим через X~  множество всех парето-оптимальных решений (ПМ), а через 0X  – полное множе-

ство альтернатив (ПМА) (см., например, [21]), которое определяется как подмножество 0X X⊆ %  мини-

мальной мощности, такое что 0( ) ( )F X F X= % , где ( ) { }( ) , .F X F x x X X X′ ′ ′= ∈ ⊆  

Очевидно, что выполняются включения .XX~X ⊆⊆0  
Приведем ряд свойств двухкритериальной задачи о покрытии множества (4)–(8).  
Свойство 1. Для  любого допустимого множества X задачи (4)–(8) существуют такие значения коэффи-

циентов  целевой вектор-функции ))(),(()( 21 xfxfxF = , что XX~X ==0 . 
Заметим, что свойством 1 обладают многие задачи МДО [22]. Для рассматриваемой задачи, например 

при целевых функциях с коэффициентами 12 1j
j jc u , j ,...,n−= = = , любое допустимое решение является 

парето-оптимальным. Очевидно, что на каждой линии уровня 1 constf ( x ) =  имеется единственное допус-

тимое решение задачи.  

Свойство 2. При 1 1jc , j ,...,n= =  максимальное значение мощности ПМА равно n , при произволь-

ных 0 1jc , j ,...,n> =  оно достигает значений 2 1n − . 

Второй случай имеет место для задачи (4)–(8) при указанных выше значениях коэффициентов целевых 
функций и условии (6), имеющем вид 

 
1

1.
n

j
j

x
=

≥∑   (9) 

В работах [22, 23] исследовались вопросы разрешимости многокритериальных дискретных задач с ис-
пользованием алгоритма линейной свертки критериев (АЛС). В этом случае от решения многокритериаль-
ной задачи переходят к однокритериальной задаче с целевой функцией, являющейся линейной сверткой 
критериев. Задача МДО называется разрешимой с помощью АЛС, если все элементы ПМ можно получить с 
использованием данного алгоритма. 

Свойство 3. Задача (4)–(8) не является разрешимой с помощью АЛС. 

Свойством 3, в частности, обладает задача с целевыми функциями (4), (5) при 3≥n , 12 −= j
jc , 

13 −= j
ju , nj ,...,1=  и ограничениями (7)–(9), для которой любая ненулевая булева точка x  является па-

рето-оптимальным решением. Вместе с тем, например, точка ( )1,0,...,0,1=′x  не может быть получена как 
оптимальное решение задачи минимизации функции 

1

( ) ( (1 ) )
n

j j j
j

f x c u xλ λ λ
=

= − −∑  

при ограничениях (7)–(9) для любого [ ]0,1λ ∈ . Действительно, точка x′  может являться оптимальным 

решением данной задачи, в случае если коэффициенты функции ( )f xλ  удовлетворяют соотношениям 

1 2 1 0,q λ= − ≤  
1 1 1(2 3 ) 3 0,n n n

nq λ − − −= + − ≤  
1 1 1(2 3 ) 3 0, 2,..., 1.j j j

jq j nλ − − −= + − ≥ = −  

Отсюда имеем 
1
2

λ ≤  и 
3
5

λ ≥ , следовательно, требуемое значение λ  не существует. 

Поскольку получение всех элементов ПМ или ПМА для задач МДО может оказаться достаточно слож-
ным, в качестве оптимальных решений часто используют лексикографические минимумы (ЛМ) задачи [21, 
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24]. Для вектор-функции ( ) ( ) ( )( )1 hF x f x ,..., f x=  парето-оптимальное решение *x  называется лексико-

графическим минимумом задачи при условии  

( ) ( ){ }* lexmin | .F x F x x X= ∈  

Здесь ' lexminy Y=  – лексикографически минимальный элемент множества hY ⊆\ , т. е. для любого 

Yy ∈  выполнено соотношение y' yp  или y' y= , где знак "p " обозначает лексикографическое сравнение. 
Множество всех ЛМ задачи при различных порядках их компонент вектор-функции образуют лексико-

графическое множество. 

2. Алгоритм перебора L-классов для ЗНП. В [10] и других работах развивается подход к анализу задач 
и алгоритмов целочисленного программирования (ЦП), основанный на регулярных разбиениях евклидова 
пространства, в частности L-разбиении. В рамках данного подхода изучена структура многих задач ЦП, 
предложены алгоритмы перебора L-классов для общей и специальных задач ЦП, исследована устойчивость 
ряда алгоритмов и задач. 

Приведем краткие сведения, необходимые для описания алгоритма перебора L-классов решения ЗНП, 
который ниже использован для поиска лексикографических минимумов и некоторой части парето-
оптимальных решений задачи (4)–(8). 

Дадим определение L-разбиения пространства n\ : 

− каждая точка из n]  образует отдельный L-класс, т. е. элемент разбиения; 

− нецелочисленные точки ( )nx, y x y∈\ ≺  принадлежат одному дробному L-классу, если не 

существует nz ∈] , такой что x z yp p . 

Пусть nX ⊆\ . Фактор-множество X L  называется L-структурой X. Если X  – ограниченное множе-

ство, то { }1, , sX L V V= K , где 1, 1, , 1i iV V i s+ = −p K . Данное свойство служит основой для построения 

алгоритмов перебора L-классов задач ЦЛП. 
Обозначим через М релаксационное множество задачи (1)–(3), определяемое ограничениями (2) и усло-

виями 

0 1, 1, , .jx j n≤ ≤ = K  

Нетрудно показать, что M L  – конечное множество. 

Основной шаг процесса решения задачи ЗНП состоит в переходе от одного L-класса множества M к сле-
дующему за ним в порядке лексикографического возрастания с учетом рекордного значения ρ  целевой 

функции. В результате порождается последовательность S точек 
( )tx  из M, обладающая следующими свой-

ствами: 

1) ( ) ( )1 , 1, 2,t tx x t+  =p K ; 

2) все точки ( )tx  принадлежат различным L-классам; 

3) последовательность S содержит подпоследовательность целых точек ( ){ },rtQ z=  1, ,r q= K , такую 

что ( )( ) ( )( ) ,rt t
rf z f z t t<  > . 

Процесс перебора L-классов можно начинать с лексикографически минимальной точки из M. Далее про-
сматриваются элементы L-разбиения той части релаксационного множества задачи, для которой значение 
целевой функции не превышает значения 1ρ − , где ρ  – известное значение ее рекорда. В случае, если 
найденный в процессе решения элемент разбиения является целочисленной точкой, это значение меняется. 

Текущие точки 
( )tx  строятся путем решения вспомогательных лексикографических подзадач линейного 

программирования (ЛП), например с помощью лексикографического двойственного симплекс-метода. Рас-
сматриваемый процесс является конечным и завершается, когда не удается найти представителя очередного 
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L-класса текущего многогранника. Так как ЗНП разрешима, то лучшее из найденных целочисленных реше-
ний является оптимальным. 

Приведем описание варианта алгоритма перебора L-классов (LCE) для ЗНП [11]. Пусть 0x – допустимое 
решение ЗНП, полученное с использованием некоторого алгоритма. Заметим также, что для ЗНП имеет ме-

сто lexmin nx M= ∈]  [8, 10]. 
Алгоритм LCE для задачи ЗНП имеет следующий вид. 
Шаг 0. Найти lexminx M= . Положить x x′ = ,  

( ) ( ){ }0min , , ,c x c xρ = , { }max 1, 1, , 1jp j x j n′= = = −K . 

Шаг 1. Найти { }max 0, 1, , 1jj x j pϕ ′= = = −K . 

Если такого φ не существует, перейти на Шаг 4. 
Шаг 2. Положить x x′′ ′= . Решить задачу ЛП: найти 

( ){ }1 1 1 1 1lexmin , 1, , , , 1x x M c x x x x x xϕ ϕ ϕρ − − −′ ′′ ′′= ∈ ≤ − = = =K . (10) 

2.1. Если задача (10) не имеет решения и φ =1, то переход на Шаг 4. 
2.2. Если  задача (10) не имеет решения и φ >1, то положить p= φ и перейти на Шаг 1. 

2.3. Если nx′ ∈] , то ( ),c xρ ′= , { }max 1, 1, , 1jp j x j n′= = = −K  и переход на Шаг 1. 

Шаг 3. Найти { }min , 1, ,j jj x x j nϕ ′ ′⎢ ⎥= ≠ =⎣ ⎦ K , и переход на Шаг 2. 

Шаг 4. Процесс решения окончен: целочисленное решение с наименьшим значением целе-
вой функции является оптимальным. 

В работе [9] для ЗНП предложен гибридный алгоритм, в котором алгоритм LCE комбинируется с гене-
тическим алгоритмом и лагранжевой эвристикой. Вычислительный эксперимент показал перспективность 
такого подхода. 

3. Методы решения двухкритериальной ЗНП. Рассмотрим различные методы решения двухкритери-
альной задачи ЗНП. 

3.1. Поиск лексикографических минимумов. Как указывалось выше, один  из подходов к решению задачи 
МДО связан с поиском лексикографических минимумов [21, 24]. Для задачи (4)–(8) вектор-функции 

( ) ( )2 1,F x f f=  соответствует единственный ЛМ, а именно точка )1,...,1,1( . С практической точки зрения 

больший интерес представляет ЛМ, соответствующий вектор-функции ( ) ( )1 2,F x f f= . Рассмотрим спо-

собы его получения.  
1) Алгоритм линейной свертки критериев (АЛС). Проблема нахождения ЛМ любой многокритериальной 

задачи с конечным множеством допустимых решений разрешима с помощью АЛС [21, 24]. Согласно [21] 
коэффициенты линейной свертки для задачи (4)–(8) можно определить следующим образом:  

1 2
1 1, ,
2 2

αλ λ
α α

+
= =

+ +
 

где 0
1

1
n

j
j

u uα
=

= − +⎢ ⎥⎣ ⎦∑ % , 0
~u  – оптимальное значение целевой функции задачи ЛП: 

min
1

→∑
=

j

n

j
j xu  

при условиях (6), (7). 
2) Метод последовательной оптимизации. При данном подходе от решения многокритериальной задачи 

переходят к решению последовательности однокритериальных задач. Учитывая особенности системы огра-
ничений задачи, для поиска ЛМ задачи (4)–(8) методом последовательной оптимизации опишем модифика-
цию алгоритма LCE для ЗНП, приведенного в п. 2. Решение задачи состоит из двух этапов. 
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1. Решается ЗНП (4), (6)–(8), например гибридным алгоритмом, предложенным в работе [9]. Обозначим 

через *x  оптимальное решение данной задачи. Положим * * * *
0 1 0 2( ), ( ).c f x u f x= =  

2. Требуется решить задачу 

   max)(
1

→= ∑
=

j

n

j
ju xuxf               (11) 

при условиях (6)–(8) и дополнительном ограничении 

 .*
0

1
cxc j

n

j
j =∑

=

      (12) 

Задача (11) может быть решена одним из известных методов, применяемых для общей задачи целочис-
ленного программирования (например, методом ветвей и границ, алгоритмами отсечения, перебора  
L-классов и др.).  

Для решения задачи  (6) – (8), (11), (12) используем алгоритм перебора L-классов для решения ЗНП, учи-
тывая особенности данного алгоритма и некоторые свойства ЗНП. 

Используя структуру данной задачи, ее можно декомпозировать [19, 20] на основную оптимизационную 
(“хорошо решаемую”) задачу и систему дополнительных ограничений. Одна из реализаций предлагаемого 
подхода выглядит следующим образом. Начиная с точки x*, алгоритмом LCE решается задача о покрытии 

(4), (6) – (8) для значения рекорда, равного ρ = 10 +*c . Так как *
0c  – оптимальное значение целевой функции 

ЗНП, то в ходе дальнейшего решения рекорд остается постоянным. Выше показано, что лексикографически 

минимальный элемент x′  любой вспомогательной задачи (10) удовлетворяет равенству ( ), 1c x ρ′ = −  при 

условии, что ( ),c xρ ≤ , где lexminx M= . Таким образом, при *
0 1cρ = +  в ходе работы LCE идет пе-

ребор только элементов L-разбиения релаксационного многогранника M, принадлежащих гиперплоско-
сти (12).  

Пусть x′  – целочисленная точка, найденная алгоритмом. Если x′  удовлетворяет ограничению 

*
0

1
1,

n

j j
j

u x u
=

≥ +∑  

то x′  – допустимая целочисленная точка задачи (6)–(8), (11), (12) и полагаем )x(fu u
* ′=0 . Затем осущест-

вляется переход к очередному элементу L-разбиения релаксационного многогранника задачи (4), (6)–(8). 
С другой стороны, задача (6)–(8), (11), (12)  может быть рассмотрена как одномерная задача о рюкзаке 

(7), (8), (11), (12) с дополнительными ограничениями (6). Заметим, что одномерная задача о рюкзаке доста-
точно эффективно решается алгоритмом перебора L-классов, так как в этом случае решения задач ЛП полу-
чаются аналитически. Однако, как показал вычислительный эксперимент, такой вариант декомпозиции ис-
ходной задачи позволяет получить приемлемые результаты лишь при m n� . 

3.2. Метод уступок. Решение двухкритериальной задачи о покрытии множества на основе поиска ЛМ 
приводит к единственному решению, что в практических ситуациях не всегда приемлемо. Другим извест-
ным подходом к определению множества решений многокритериальной задачи является метод уступок, ис-
пользуя который можно поставить задачу нахождения некоторого подмножества парето-оптимальных ре-

шений. В этом случае от двухкритериальной задачи (4)–(8) переходят к однокритериальной задаче P~ : 

max)(
1

→= ∑
=

j

n

j
ju xuxf  

при ограничениях (6)–(8) и 

*
0

1

n

j j
j

c x c δ
=

≤ +∑ .      

Здесь +∈]δ  – величина уступки; * *
0 0,c c δ⎡ ⎤+⎣ ⎦  – допустимый интервал стоимости покрытия. Варьируя 

значение параметра δ , можно получать различные парето-оптимальные решения исходной задачи.  
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Заметим, что если 1, 1, , ,jc j n= = K  то оптимальное решение задачи P~  является парето-

оптимальным для задачи (4)–(8) и удовлетворяет равенству 

*
0

1

.
n

j j
j

c x c δ
=

= +∑  

В случае произвольных jc  для определения парето-оптимальных решений требуется дополнительно 

решать ЗНП (4), (6)–(8) с дополнительными ограничениями 

*
0

1

n

j j
j

c x c δ
=

≤ +∑ ,   ,uxu *
n

j
jj 0

1

≥∑
=

 

где *
0u  равно оптимальному значению целевой функции задачи P~ . 

Описанная выше процедура позволяет получить одно парето-оптимальное решение, соответствующее 
фиксированному значению уступки. С другой стороны, декомпозиционный подход, рассмотренный в п. 3.1, 
может быть использован для получения всех парето-оптимальных решений исходной задачи, удовлетво-
ряющих принятой уступке δ . В этом случае в качестве начального значения рекорда ρ  следует взять зна-

чение *
0 1c δ+ + , которое не меняется в процессе решения. Перебор L-классов начинается с лексикографи-

чески минимального элемента многогранника задачи P~ . Согласно определению парето-оптимальные ре-
шения находятся среди полученных целочисленных точек. 

Рассмотренный подход был применен для серий задач со случайными исходными данными. Тестирова-
ние проводилось на "Pentium IV" (3 GHz). Эксперименты выполнялись на сериях при 300,n =  100m = , 

[ ] [ ]10,100 , 1,100 , 1, ,j jc u j n∈ ∈ = K , вероятность 1 ( , 1, , ; )ija i j n i j= =  ≠K  равна 0,05. Значение 

δ  составляло 5 % оптимального значения *
oc . Число парето-оптимальных решений, полученных для дан-

ного значения δ , варьировалось от 7 до 14. Среднее время поиска одного решения составило приблизи-
тельно 2 мин, значение эффективности увеличивалось в среднем на 15 %.  

Теперь рассмотрим модификацию известного жадного алгоритма [25] решения ЗНП для соответствую-
щей двухкритериальной задачи (алгоритм GR). 

Пусть x  – булев вектор, соответствующий формируемому покрытию, ( )1J x  – множество номеров подмно-

жеств jM , включенных в покрытие, ( ) { } ( )0 11J x , ,n \ J x= K , ( )
( )1

1j
j J x

I x i i M , i , ,n
∈

⎧ ⎫⎪ ⎪= ∉ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

KU . 

Алгоритм GR  начинает работу с точки ( )0 0x , ,= K . На очередном шаге для каждого ( )0j J x∈  вычис-

ляется оценка 

( )

.j
j

j i j
i I x

c
u a

ξ

∈

=
∑  

В покрытие включается элемент sM  с оценкой ( )min 0s jj J x
ξ ξ

∈
= , т. е. sx  полагается равным 1, множества 

( ) ( ) ( )0 1J x , J x , I x  переопределяются. Процесс заканчивается в случае ( )I x = ∅ . Полученный вектор 

x  является покрытием, для которого вычисляются значения целевых функций ( ) ( )1 2,f x f x . Рандомизи-

рованный вариант данного алгоритма (RGR) отличается от него тем, что на очередном шаге в покрытие 
включается элемент c номером, выбранным случайным образом из некоторого подмножества 

( ) ( )0J x J x⊆ , содержащего номера множеств jM , оценки которых "незначительно" отклоняются от 

минимальной sξ . 

На основе RGR можно предложить следующий эвристический алгоритм решения задачи (4)–(8). 
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Шаг 1. Запускаем заданное число раз алгоритм RGR. Формируем множество всех полученных решений 

RGRX . 

Шаг 2. Строим множество X  парето-оптимальных решений на множестве RGRX .  

Сравнение решений, найденных с помощью алгоритма, с известными парето-оптимальными решениями 
показало, что по стоимости они различаются в среднем до 43 %, по удельной эффективности, т. е. по отно-

шению ( ) ( )2 1f x f x , указанные решения близки. 

4. Задача оптимального размещения центров телекоммуникаций. Как сказано выше, задача опти-
мального размещения центров ТК может быть сформулирована как двухкритериальная задача о домини-
рующем множестве. Дадим определение задачи поиска доминирующего множества минимального суммар-

ного веса. Рассмотрим граф ( ),G V E=  с множеством вершин { }1, , nV v v= K  и множеством ребер 

{ }( , ) , 1, , ;i jE v v i j n i j⊆   =  ≠K . Множество S V⊆  называется доминирующим, если для любого 

iv S∉  существует вершина jv S∈ , такая что ( ),i jv v E∈ . Задача ДМ состоит в поиске доминирующего 

множества минимальной мощности. Приписав каждой jv  положительный вес jc , получаем взвешенную 

задачу ДМ, в которой требуется найти доминирующее множество минимального суммарного веса.  
Приведем содержательную постановку задачу оптимального размещения центров ТК [19]. Пусть 

1, , nP PK  – множество пунктов потребления услуг центров ТК, которые одновременно являются пунктами 

возможного размещения этих центров. Обозначим через jc  стоимость размещения центра в jP , а через ju  

( 1, ,j n= K ) – коэффициент эффективности такого размещения. Известны расстояния ( ),ij i jd d P P=   ме-

жду пунктами , ( , 1, , ; )i jP P i j n i j=  ≠K  (например, в евклидовой метрике). Будем считать, что задана 

верхняя граница 0d  для расстояния, при котором возможно обслуживание каждого пункта хотя бы одним 

из центров. Необходимо разместить центры ТК таким образом, чтобы удовлетворить потребности всех 
пунктов, минимизировать общую стоимость создания центров и максимизировать их суммарную эффектив-
ность.  

Для построения математической модели введем граф ( ),G V E=  с множеством вершин 

{ }1, , nV P P= K  и множеством ребер ( ){ }, , 1,..., ; ,i jE P P i j n i j⊆ = ≠  причем ребро ( ),i jP P  со-

держится в E , если 0ijd d≤ . Пусть A  – матрица смежности вершин графа G . Положим 

1; 1, ,iia i n= = K . Тогда исходную задачу можно рассматривать как задачу поиска доминирующего мно-

жества в графе с двумя критериями. Введем булевы переменные для 1, ,j n= K : 

1, если центр ТК размещается в пункте ,

0, иначе.
j

j

P
x

⎧
= ⎨

⎩
 

Теперь рассматриваемую задачу можно сформулировать как двухкритериальную задачу о покрытии вида 
(4)–(8), где m n= . 

На основе полученной модели решалась задача размещения центров телекоммуникаций для части архи-
пелага из 24 островов Эгейского моря [18, 19]. В расчетах использовались данные Греческой организации 

статистики (ESYE) и Греческой организации телекоммуникаций (OTE). Значение 0d  менялось в диапазоне 

50 ÷ 150 км (при этом min 20ijd = , max 526ijd = ). В вычислительном эксперименте при формировании 

критерия эффективности размещения использовались такие показатели, как общее число потребителей услуг 

центров ТК, число студентов, школьников. Для значений jc  рассматривались два варианта: 1) все 1jc = , что 

соответствует размещению типовых центров ТК; 2)  cj вычислялись как значения некоторой функции от числа 
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потребителей, j = 1,..., n. Опти-
мальное число центров ТК варьиро-
валось от 4 до 13 в зависимости от 
значения параметра  d . 

Кроме того, подход, включаю-
щий метод уступок и первый тип 
декомпозиции для решения двух-
критериальной задачи о доминиру-
ющем множестве, тестировался на 
сериях задач со случайными исход-
ными данными. Расчеты проводи-
лось на "Pentium IV" (3 GHz).  
Эксперименты выполнялись на се-

риях с 300n ≤ , [ ], 1,100 ,j jc u ∈  

j = 1,..., n, вероятность появления ребра в графе равна 0,1. Значение δ  составляло 5 % оптимального зна-

чения 0
*c . Число парето-оптимальных решений, полученных для указанного значения δ , варьировалось от 

3 до 11. Среднее время поиска одного решения составило приблизительно 4 мин, а значение целевой функ-
ции эффективности в среднем увеличилось на 14 %. Время решения увеличивалось с возрастанием вероят-

ности появления ребра в графе и (или) уменьшением верхней границы для jc , 1, ,j n= K . На рисун-

ке приведены в критериальном пространстве парето-оптимальные решения для четырех задач с числом пе-
ременных n=250. 

Проведенные исследования показали, что двухкритериальная задача о покрытии множества может ус-
пешно применяться для решения прикладных задач. Разработанные алгоритмы представляются перспектив-
ными для использования в системах поддержки принятия решений при оптимизации размещения предпри-
ятий, в частности центров телекоммуникаций.  
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