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Рассматриваются подходы к решению многокритериальной оптимизации. При формулировке
задачи многокритериальной оптимизации в качестве требования к оптимальности решения
вводится условие обязательного удовлетворения всех частных критериев и ограничений, а
именно: в точке оптимума все функции принадлежности к множеству оптимальных решений
должны быть отличными от нуля, а критерии в оптимуме должны удовлетворяться в макси-
мально возможной степени.
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The approaches to solving multi-objective optimization. In the formulation of multi-objective
optimization problem as a requirement for optimal solutions introduced mandatory condition to
meet all individual criteria and constraints, namely the optimum point in all of the functions
belonging to the set of optimal solutions must be different from zero and that the optimum criteria
are met to the greatest extent possible.

Keywords:Multi-criteria optimization, the objective function, fuzzy sets, membership function,
the criteria limits.

Введение. Классические задачи математического программирования относятся к детер-
минированным моделям принятия решений. В теоретическом плане они достаточно полно
изучены [1–3], однако реальные прикладные задачи оказываются намного сложнее анало-
гичных задач в классической постановке. Эта сложность обусловливается необходимостью
учета многих критериев при принятии решения, порождая класс задач многокритериальной
оптимизации. Исключительное значение для решения таких задач играет принцип Парето,
согласно которому оптимальное решение следует выбирать среди Парето-оптимальных то-
чек, образующих область компромисса, причем выбор окончательного решения осуществ-
ляется с учетом дополнительной информации. Заметим, что принцип Парето не является
универсальным и применяется только при выполнении ряда аксиом. И даже если эти акси-
омы выполняются, построение множества Парето может вызывать значительные трудности
[4−7]. В основе другого подхода к решению проблемы многокритериальной оптимизации
лежит идея последовательных уступок, основанная на ранжировании критериев в поряд-
ке убывающей важности и решении однокритериальной задачи, в которой самый важный
критерий принимает экстремальное значение, а на остальные накладываются ограничения.
Недостаток данного подхода заключается в усложнении ограничивающих условий и необ-
ходимости анализа различных вариантов задачи. Переход к однокритериальной задаче воз-
можен и при агрегировании отдельных критериев в некоторый обобщенный (интегральный)
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критерий с помощью подходящей свертки [8–10]. При внешней привлекательности такой под-
ход порождает ряд вопросов: неясно, как определить вид функции агрегирования; трудно
или невозможно обосновать принцип оценки ее параметров (весовых коэффициентов, пока-
зателей степеней и т. п.); проблематична интерпретация полученных результатов [11–12].

1. Постановка задачи многокритериальной оптимизации. При формулировке за-
дачи многокритериальной оптимизации в качестве требования к оптимальности решения
вводится условие обязательного удовлетворения всех частных критериев и ограничений, а
именно: в точке оптимума все функции принадлежности к множеству оптимальных решений
должны быть отличными от нуля, а критерии в оптимуме должны удовлетворяться в макси-
мально возможной степени. При этом увеличение значения обобщенного критерия не долж-
но происходить при улучшении значения одних показателей качества за счет ухудшения
остальных. В терминологии теории принятия решений последнее требование эквивалентно
условию принадлежности точки оптимума множеству Парето [6].

Задача многокритериальной оптимизации в матричной форме представляется в следую-
щем виде:

f (x) = [f1 (x) , f2 (x) , ..., fq (x)]T → min; Ax ≤ b x ∈ Rn, (1)

где

fk (x) =
n∑

j=1

ckjxj, k ∈ Q = {1, 2, ..., q} , ckj ∈ R, A = (ai,j) ∈ Rm×n.

Задача многокритериальной оптимизации с нечеткой целью предполагает нахождение
таких x ∈ Rn, которые удовлетворяют следующим ограничениям:

fk (x) ≤ g̃k, k = 1, 2, ..., q, Ax ≤ b; x ∈ Rn, (2)

где g̃k — нечеткое множество c функцией принадлежности

µk (fk (x)) =





1, fk (x) ≤ gk,

1− fk (x)− gk

tk
,

0, fk (x) ≥ gk + tk.

gk ≤ fk (x) ≤ gk + tk, (3)

Решение нечеткой задачи многокритериальной оптимизации (2) может быть сведено к
решению четкой задачи путем преобразования ограничений к виду

α → max,
µk (fk (x)) ≥ α,

Ax ≤ b, x ∈ Rn, (4)

где α — α-уровень (срез) нечеткого множества g̃k.
2. Нахождение Парето-оптимального решения задачи многокритериальной

оптимизации с нечеткой целью. Решение x0 ∈ Rn называется Парето-оптимальным
решением, если для всех x1 ∈ Rn выполняется условие µk (fk (x1)) ≤ µk (fk (x0)) и хотя бы
для одного x1 ∈ Rn выполняется условие µS (fS (x1)) < µS (fS (x0)).

Решение x0 ∈ Rn называется оптимальным по критерию типа Парето, если не существует
x1 ∈ Rn, лучшего по критерию типа Парето, чем x0 ∈ Rn.
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Введем понятие улучшаемого решения x0 ∈ Rn по критерию типа Парето в нечеткой
среде: решение x0 ∈ Rn назовем улучшаемым, если существует решение x1 ∈ Rn, которое
лучше x0 ∈ Rn по критерию типа Парето.

Решение x0 ∈ Rn улучшаемо в ситуации принятия многоцелевых нечетких решений
f (x) = [f1 (x) , f2 (x) , ..., fp (x)] тогда и только тогда, когда существует вектор γ ∈ RQ, для
которого выполнены неравенства

µk

(
fk

(
x0

)) ≤ ck , µs

(
fs

(
x0

))
< cs (5)

для всех k ∈ {1, ..., Q} и хотя бы одного s ∈ {1, ..., Q}, где

ck = c− γk, c = max
x1

min
k

[
µk

(
fk

(
x1

))
+ γk

]
, ck ∈ R, cs ∈ R, c ∈ R.

Пусть требуемые неравенства выполнены, тогда, согласно определению ck ∈ R, существу-
ет x1 ∈ Rn, для которого справедливо c ≤ µk (fk (x1))+ γk и, следовательно, ck ≤ µk (fk (x1)).
Тогда для всех k ∈ {1, ..., Q} выполняются неравенства µS (fS (x0)) ≤ ck ≤ µk (fk (x1)), и
хотя бы для одного s ∈ {1, ..., Q} выполняется неравенство µs (fs (x0)) < cs ≤ µs (fs (x1)).
Эти неравенства показывают, что решение x0 ∈ X улучшаемо.

Пусть решение x0 ∈ Rn улучшаемо, и пусть x1 ∈ Rn является тем решением, которое
лучше решения x0 ∈ Rn по критерию Парето. Положим, γk = µs (fs (x1)) − µk (fk (x1)) для
всех k ∈ {1, ..., Q}, где для s ∈ {1, ..., Q} выполняется неравенство µs (fs (x1)) > µs (fs (x0)) .
Тогда

max
k

[
µk

(
fk

(
x1

))
+ γk

]
= min

x1

[
µk

(
fk

(
x1

))
+ γk

]
= µs

(
fs

(
x1

))
.

Учитывая, что для всех γ ∈ RQ min
k

[µk (fk (x1)) + γk] ≤ c, получаем µk (fk (x0)) + γk ≤
µk (fk (x1)) + γk ≤ max

k
[µk (fk (x1)) + γk] = min

x1
[µk (fk (x1)) + γk] ≤ c для всех k ∈ {1, ..., Q}

и µs (fs (x0)) + γs < µs (fs (x1)) + γs ≤ c или хотя бы одного s ∈ {1, ..., Q}. Отсюда следует
справедливость неравенств (5).

Решение x0 ∈ Rn улучшаемо в ситуации принятия многоцелевых решений тогда и только
тогда, когда существует такой вектор γ из множества

Γ =

{
γ ∈ RQ : max

k
µk

(
fk(x

1)
)−min

x1
µρ

(
fρ(x

1)
) ≥ γρ − γk, (ρ, k = 1, ..., Q, ρ 6= k)

}
,

что выполнены неравенства µk (fk (x0)) ≤ ck µS (fS (x0)) < cS. Справедливость этих нера-
венств следует из выражений
[
µk

(
fk(x

0)
)

+ γk

] ≤ (
µk

(
fk(x

1)
)

+ γk

) ≤ max
k

[
µk

(
fk(x

1)
)

+ γk

]
= min

x1

[
µρ

(
fρ(x

1)
)

+ γρ

] ≤ c

для всех k, ρ ∈ {1, ..., Q}, (µs (fs (x0)) + γs) < (µs (fs (x1)) + γs) ≤ c.
Отсюда следует, что если оценочные функционалы {µk (fk (x1))}Q

k=1 получены после при-
менения естественной нормализации, то область Г имеет вид:
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Γ =
{
γ ∈ RQ; |γρ − γk| ≤ 1, k, ρ = 1, ..., Q; ρ 6= k

}
.

Таким образом, решение вопроса об оптимальности по Парето многоцелевого решения
x0 ∈ Rn по критерию Парето или его улучшаемости сводится к установлению отсутствия
или существования вектора γ ∈ Γ, для которого выполнены неравенства µk (fk (x0)) ≤ ck

µs (fs (x0)) < cS.
Таким образом, для того, чтобы решение x1 ∈ Rn было улучшаемо или оптимально по

Парето, необходимо, чтобы выполнялись или были несовместны неравенства:

µk

(
fk

(
x1

)) ≤ max
γ∈Γ

{
max

x2
min

ρ

[
µρ

(
fρ

(
x2

))
+ γρ

]− γk

}
, (k = 1, ..., Q) .

Справедливость этих неравенств следует из следующих выражений:

µk

(
fk

(
x0

))
+ γk ≤ µk

(
fk

(
x1

))
+ γk ≤ max

x2

[
µk

(
fk

(
x2

))
+ γk

]
= min

ρ

[
µρ

(
fρ

(
x2

))
+ γρ

] ≤

≤ max
x2

min
ρ

[
µρ

(
fρ

(
x2

))
+ γρ

] ≤ max
γ∈Γ

{
max

x2
min

ρ

[
µρ

(
fρ

(
x2

))
+ γρ

]}
,

(
µS

(
fS

(
x0

))
+ γS

)
<

(
µS

(
fS

(
x1

))
+ γS

) ≤ max
γ∈Γ

{
min
x2

min
ρ

(
µs

(
fs

(
x2

))
+ γρ

)}

для всех (ρ, k = 1, ..., Q, ρ 6= k) или хотя бы одного s ∈ {1, ..., Q}.
Пусть µk (fk (x1)) — функция принадлежности fk (x1), определяемая как в (3), и

x0 ∈ Rn — оптимальное решение улучшаемой задачи
Q∑

k=1

γk → max, µk (fk (x))− γk ≥ α∗ k = 1, ..., Q,
x ∈ X, γk ≥ 0.

(6)

Тогда решение x0 ∈ Rn является Парето-оптимальным решением задачи (1).
Предположим обратное. Пусть x0 ∈ Rn не является Парето-оптимальным решением (1).

Тогда существует такое решение x1 ∈ Rn, что fk (x1) ≤ fk (x0) при всех (k = 1, ..., Q) и
fs (x1) < fs (x0) для некоторого s ∈ {1, .., Q}, т. к. γk, k = 1, ..., Q положительный и x0 ∈ Rn

удовлетворяет следующим равенствам:

µk

(
fk

(
x0

))− γk = α∗, k = 1, ..., Q,

Q∑

k=1

γk =

Q∑

k=1

µk

(
fk

(
x0

))−Qα∗.

Тем не менее, для некоторого s существует fk (x1) ≤ fk (x0) при всех (k = 1, ..., Q) и
fs (x1) ≤ fs (x0).

Это приводит к следующим неравенствам:

Q∑

k=1

γk =

Q∑

k=1

µk

(
fk

(
x0

))−Qα∗ =

Q∑

k=1

k 6=S

µk

(
fk

(
x0

))
+ µS

(
fS

(
x0

))−Qα∗ <

<

Q∑

k=1

k 6=S

µk (fk (y)) + µS (fS (y))−Qα∗.
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Это означает, что решение (6) x0 ∈ X не является оптимальным. Это противоречие
показывает, что решение x0 ∈ Rn является Парето-оптимальным решением задачи (1).

3. Вычислительный эксперимент. Рассмотрим пример, взятый из [12]. Рассматрива-
ется многокритериальная задача с нечеткими целями





f1(x) = 4x1 − 6x2 → min,
f2(x) = −2x1 − x2 → min,
−x1 + x2 ≤ 3,
x2 ≤ 5,
x1 + x2 ≤ 10,
x1 ≤ 8,

(7)

g1 = 20; g2 = −9; t1 = 2; t2 = 2,

где g1, g2, t1, t2 — параметры функции принадлежности нечеткого множества g̃k.
Сформируем функции принадлежности для нечетких целей

µ1 (f1(x)) =





22− f1(x)

2
, f1(x) ≤ 22,

0, f1(x) ≥ 22,

µ1 (f1(x)) =





− 7− f2(x)

2
, f1(x) ≤ −7,

0, f1(x) ≥ −7,

Тогда модель (7) примет следующий вид





α → max,
1

2
(22− (4x1 − 6x2)) ≥ λ,

1

2
(−7− (−2x1 − x2)) ≥ λ,

−x1 + x2 ≤ 3,
x2 ≤ 5,
x1 + x2 ≤ 10,
x1 ≤ 8.

Решением этой модели являются

x∗ = (x∗1, x∗2) = (4, 5; 0) , α∗ = 1,

f1 (x∗) = 18, f2 (x∗) = −9.

Рассмотрим существование вектора γ = (γ1, γ2), возможно, улучшающего решение x∗.
Для этого решим следующую задачу:
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



γ1 + γ2 → max,
4x1 − 6x2 + 2γ1 ≤ 20,
−2x1 − x2 + 2γ2 ≤ −9,
−x1 + x2 ≤ 3,
x2 ≤ 5,
x1 + x2 ≤ 10,
x1 ≤ 8.

(8)

Решением задачи (8) является

x∗∗ = (x∗∗1 , x∗∗2 ) = (2; 5).

Оптимальными значениями параметров γ1, γ2 и целевых функций являются

γ1 = 21; γ2 = 0, f1(x
∗∗) = −22; f2(x

∗∗) = −9.

Таким образом, существует вектор γ = (γ1, γ2) , при котором Парето-оптимальное реше-
ние улучшаемо, т. е.

f1 (x∗∗) < f1 (x∗) , f2 (x∗∗) = f2 (x∗) .

Заключение. Таким образом, нахождение Парето-оптимального решения x0 ∈ Rn мно-
гокритериальной задачи или его улучшаемости сводится к установлению отсутствия или
существования вектора γ ∈ Γ, для которого выполнены неравенства µk (fk (x0)) ≤ ck,
µs (fs (x0)) < cS.
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