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Ïîëó÷åíî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîðîóïðóãîñòè â ÷àñòîòíîé îáëàñòè äëÿ ñîñðåäîòî÷åí-
íîãî èñòî÷íèêà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñ÷åçíîâåíèè ïîðèñòîñòè ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ïåðåõîäèò
ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â ÷àñòîòíîé îáëàñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîðèñòàÿ ñðåäà, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå,
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.

The solution of the poroelsticity system of equations in the frequency domain for a concentrated
source has been obtained. It is shown that with the vanished porosity the constructed solution goes
to solving a system of linear elasticity equations in the frequency domain.

Key words: porous media, hyperbolic system, fundamental solution, friction coe�cient.

Áîëüøèíñòâî âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèðîäå è èñïîëüçóåìûõ â íàóêå è òåõíèêå ñðåä íå
ÿâëÿþòñÿ îäíîôàçíûìè è íå ìîãóò áûòü îòíåñåíû ê êëàññó æèäêîñòåé, ãàçîâ èëè òâåðäûõ
óïðóãî äåôîðìèðóåìûõ òåë. Îòëè÷èÿ â ñâîéñòâàõ îòäåëüíûõ ôàç, ñîñòàâëÿþùèõ ñðåäó, è
ìåæôàçíûå âçàèìîäåéñòâèÿ èãðàþò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â äèíàìèêå òàêèõ ñðåä.

Òåîðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â óïðóãî äå-
ôîðìèðóåìîé ïîðèñòîé ñðåäå, íàñûùåííîé æèäêîñòüþ èëè ãàçîì, ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè
è ñóùåñòâåííû äëÿ ðàçâèòèÿ ïðåäñòàâëåíèé î ïðîöåññàõ, ñîïðîâîæäàþùèõ ïðèìåíåíèå
ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé èñïîëüçîâàíèÿ ïîðèñòûõ ñðåä. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äëÿ òåî-
ðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â óïðóãî äåôîðìèðóåìîé, ïîðèñòîé, íà-
ñûùåííîé æèäêîñòüþ ñðåäå èìååòñÿ ðÿä ïîäõîäîâ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò óïîìÿíóòü òåîðèþ
òèïà Ôðåíêåëÿ-Áèî [1�3]. Äàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò ðÿä íåäîñòàòêîâ [4], è,
êðîìå òîãî, íåÿñíà âîçìîæíîñòü åå îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé óïðóãîãî
ñêåëåòà. Â [5] îòìå÷åíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûå èçìåíåíèÿ ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû ïðèâî-
äÿò ê íåôèçè÷íûì ðåçóëüòàòàì. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îáùèõ ïåð-
âûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ, áûë èñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè òå÷åíèÿ æèäêîñòè â
óïðóãîé ïîðèñòîé ñðåäå äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé [6]. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà îïðå-
äåëÿþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåííûõ â [6], ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé,
îäíàêî ïðèâåñòè âñå åå óðàâíåíèÿ ê ñèììåòðè÷åñêîìó âèäó íå óäàåòñÿ. Â [7] óðàâíåíèÿ
òå÷åíèÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè â óïðóãîé ïîðèñòîé ñðåäå âûâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòî-
äà òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ ñèñòåì. Ïîëó÷åííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
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îáðàçóþò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Îñîáåííîñòüþ ýòèõ ìîäåëåé ÿâ-
ëÿåòñÿ, íàðÿäó ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ïîïåðå÷íîé è ïðîäîëüíîé ñåéñìè÷åñêèõ âîëí, íàëè÷èå
âòîðîé ïðîäîëüíîé âîëíû.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
ïîðîóïðóãîñòè èç [6] äëÿ ïðîñòûõ ñèë. Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòåéøèå èñòî÷íèêè â ïîðèñòûõ
ñðåäàõ (ìîäåëü Áèî) òàêæå ðàññìàòðèâàëèñü â [8�11] è â óêàçàííîé â íèõ ëèòåðàòóðå.

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî R3 çàïîëíåíî óïðóãî äåôîðìèðóåìîé èçîòðîïíîé ïîðèñòîé ñðå-
äîé. Ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí â òàêîé ñðåäå îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé
óðàâíåíèé: ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìîé äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé èç [6]. Âåêòîðû ñêîðîñòè
óïðóãîãî ñêåëåòà u è æèäêîñòè v óäîâëåòâîðÿþò äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äëÿ óïðóãîé
è æèäêîé ôàç â îòñóòñòâèè äèññèïàöèè ýíåðãèè

∂2t u− c2t ∆u + (c2t − a1)∇∇ · u + a2∇∇ · v = F(t,x), (1)

∂2t v + a3∇∇ · u− a4∇∇ · v = F(t,x), (2)

ãäå F = (F1, F2, F3) � ìàññîâàÿ ñèëà, u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3), ∂t � ÷àñòíàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t, ∆, ∇ è ∇· � îïåðàòîðû Ëàïëàñà, ãðàäèåíòà è äèâåðãåíöèè ïî
x = (x1, x2, x3) ñîîòâåòñòâåííî, êîýôôèöèåíòû aj, j = 1, 2, 3, 4 âûðàæàþòñÿ ñ îäíîé ñòî-
ðîíû òðåìÿ óïðóãèìè ïàðàìåòðàìè λ, µ, α = ρα3+ K

ρ2
è ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðöèàëüíûìè

ïëîòíîñòÿìè óïðóãîé ìàòðèöû ρs, æèäêîñòè ρl ôîðìóëàìè [6, 12]:

a1 =
λ+ 2µ

ρs
− 2K

ρ
+ α ρs, a4 = α ρl, K = λ+

2

3
µ,

a2 =
ρl
ρ

(
K

ρs
− α ρ

)
, a3 =

K

ρ
− α ρs, ρ = ρl + ρs;

ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðåìÿ ñêîðîñòÿìè ct, cl1 , cl2 è ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðöèàëüíûìè ïëîò-
íîñòÿìè óïðóãîé ìàòðèöû ρs, æèäêîñòè ρl ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè [13, 14]:

a1 =
ρl
ρ

(
c2l1 + c2l2

)
+

4

3

ρs
ρ
c2t +

ρs − ρl
ρ

z̃,

a2 =
ρl
ρ

(
c2l1 + c2l2 − 2z̃ − 4

3
c2t

)
, a3 =

ρs
ρ

(
c2l1 + c2l2 − 2z̃ − 4

3
c2t

)
,

a4 =
ρs
ρ

(
c2l1 + c2l2 −

4

3
c2t

)
− ρs − ρl

ρ
z̃,

z̃ =
1

2

(
c2l1 + c2l2 −

8

3

ρs
ρ
c2t

)
+

√
1

4
(c2l1 − c

2
l2

)2 − 64

9

ρlρs
ρ2

c4t .

Ïàðöèàëüíûå ïëîòíîñòè ρl è ρs ñâÿçàíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ôèçè÷åñêèìè ïëîòíîñòÿ-
ìè æèäêîñòè ρfl è óïðóãîãî ñêåëåòà ρ

f
s ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè ρl = ρfl d0 è ρs = ρfs (1−d0),

ãäå d0 � ïîðèñòîñòü.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè èñ÷åçíîâåíèè ïîðèñòîñòè óðàâíåíèå (1) ïåðåõîäèò ê íåîäíîðîäíîé

ñèñòåìå Ëàìå äëÿ îäíîðîäíîé óïðóãîé ñðåäû [15, 16].
Â ñëó÷àå, êîãäà ìàññîâàÿ ñèëà F, îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå ìàññû, èìååò ìàãíèòóäó F0 è

ñîñðåäîòî÷åíà â òî÷êå x = x0, îíà èìååò âèä
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ρF = e f(t) δ(x− x0), (3)

ãäå e � åäèíè÷íûé âåêòîð èç R3, δ(x) � ôóíêöèÿ Äèðàêà, f(t) � ôîðìà çîíäèðóþùåãî
ñèãíàëà ïî âðåìåíè. Èñòî÷íèêè òàêîãî âèäà ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðîñòîé ñèëîé èëè ñîñðåäî-
òî÷åííîé ñèëîé. Ïîäñòàâëÿÿ (3) â (1), (2) è ïåðåõîäÿ â ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèÿõ ê îáðàçàì
Ôóðüå ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

ω2 û− c2t ∇x∇xû + a1∇∇ · û− a2∇∇ · v̂ = −e F0

ρ
f̂(ω) δ(x− x0), (4)

ω2 v̂ − a3∇∇ · û + a4∇∇ · v̂ = −e F0

ρ
f̂(ω) δ(x− x0), (5)

ãäå ∇x � îïåðàòîð ðîòîðà ïî x, çíà÷îê
”
êðûøêà“ îçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî

âðåìåíè, ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà.
Èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíóþ ôîðìóëó âåêòîðíîãî àíàëèçà

e δ(x− x0) = − e

4π
∆

1

R
= − 1

4π

[
∇∇ ·

( e
R

)
−∇x∇x

( e
R

) ]
è ïîëàãàÿ

û = F0 f̂(ω)
[
∇∇ · (ûl e)−∇x∇x(ût e)

]
, (6)

v̂ = F0 f̂(ω)∇∇ · (v̂l e), (7)

èç (4) è (5) ïîëó÷èì

c2t ∆ût + ω2ût =
1

4πρR
, (8)

ω2 ûl + a1 ∆ûl − a2 ∆v̂l =
1

4πρR
, (9)

ω2 v̂l − a3 ∆ûl + a4 ∆v̂l =
1

4πρR
, (10)

ãäå R = |R|, R = x− x0, ct =
√
µ/ρs.

Óäîáíî ââåñòè íîâûå ôóíêöèè ũl, ṽl ïî ôîðìóëå(
ũl
ṽl

)
=

1

m2 −m1

(
m2 −1
−m1 1

)(
ûl
v̂l

)
, (11)

ãäå m1 = a3
a4−c2l1

, m2 = a3
a4−c2l2

.

Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (9) è (10), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

c2l1 ∆ũl + ω2ũl =
1− 1/m2

4πρ (1−m1/m2)R
, (12)

c2l2 ∆ṽl + ω2ṽl =
1−m1

4πρ (m2 −m1)R
. (13)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñ÷åçíîâåíèè ïîðèñòîñòè èç (12), ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ a3, a4, m1, m2 è îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ïðîäîëüíûõ âîëí cl1 , cl2 , ïîëó÷èì óðàâíåíèå
äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà â óïðóãîé ñðåäå [15, 16].

Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (8)�(10), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ût(ω, 0) = 0, ũl(ω, 0) = 0,
ṽl(ω, 0) = 0, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè
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ût(ω,R) =
1

4πω2ρ

1− e−i ktR

R
,

ũl(ω,R) =
1

4πω2ρ

1− 1/m2

1−m1/m2

1− e−i kl1 R

R
,

ṽl(ω,R) =
1

4πω2ρ

1−m1

m2 −m1

1− e−i kl2 R

R
,

ãäå kn = ω
cn
, n = t, l1, l2.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (6) è (7), ïîëó÷èì

û =
F0 f̂(ω)

4πρ c2t

(e−i ktR

R
e +∇∇ ·

[
e

(
e−i ktR

k2t R
− ν1

e−i kl1 R

k2t R
− ν2

e−i kl2 R

k2t R

)])
, (14)

v̂ =
F0 f̂(ω)

4πω2ρ
∇∇ ·

[
e

(
1

R
−m1 ν1

e−i kl1 R

k2t R
−m2 ν2

e−i kl2 R

k2t R

)]
, (15)

ãäå

ν1 =
1− 1/m2

1−m1/m2

, ν2 =
1/m2 −m1/m2

1−m1/m2

.

Ôîðìóëû (14) è (15), èñïîëüçóÿ åäèíè÷íóþ ìàòðèöó E = (δij)3×3, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

û =
F0 f̂(ω)

4πω2ρ

(
∇x∇x

(
E

e−i ktR

R

)
−∇∇ ·

[
E

(
ν1

e−i kl1 R

R
+ ν2

e−i kl2 R

R

)])
e,

v̂ =
F0 f̂(ω)

4πω2ρ
∇∇ ·

[
E

(
1

R
−m1 ν1

e−i kl1 R

k2t R
−m2 ν2

e−i kl2 R

k2t R

)]
e.

Çäåñü δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Â ýòèõ ôîðìóëàõ ëåãêî óçíàòü, ÷òî âûðàæåíèÿ

Gu(ω;x,x0) =
1

4πω2ρ

(
∇x∇x

(
E

e−i ktR

R

)
−∇∇ ·

[
E

(
ν1

e−i kl1 R

R
+ ν2

e−i kl2 R

R

)])
=

=
1

4πµ(1 + ρl/ρs)

(
E

e−i ktR

R
+∇∇

[e−i ktR

k2t R
− ν1

e−i kl1 R

k2t R
− ν2

e−i kl2 R

k2t R

])
,

Gv(ω;x,x0) =
1

4πω2ρ
∇∇ ·

[
E

(
1

R
−m1 ν1

e−i kl1 R

k2t R
−m2 ν2

e−i kl2 R

k2t R

)]
=

=
1

4πω2ρ
∇∇

(
1

R
−m1 ν1

e−i kl1 R

k2t R
−m2 ν2

e−i kl2 R

k2t R

)
ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ñ êîìïîíåíòàìè Gu

ij(ω;x,x0), G
v
i′j′

(ω;x,x0) (i
′

=

i+3, j
′
= j+3, i, j = 1, 2, 3) ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîðîóïðóãîñòè (9)�(11), óäîâëåòâîðÿþùåé

ñëåäóþùåé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
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ω2Gu − c2t ∇x∇xGu + a1∇∇ ·Gu − a2∇∇ ·Gv = −ρ−1 E δ(x− x0),

ω2Gv − a3∇∇ ·Gu + a4∇∇ ·Gv = −ρ−1 E δ(x− x0).

Òîãäà ðåøåíèÿ û è v̂ ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû Gu è Gv âûðàæàþòñÿ ñîãëàñíî
ôîðìóëàì

û = F0 f̂(ω)Gu e, v̂ = F0 f̂(ω)Gv e.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîðîóïðóãîñòè â ÷àñòîòíîé
îáëàñòè äëÿ ñîñðåäîòî÷åííîãî èñòî÷íèêà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñ÷åçíîâåíèè ïîðèñòî-
ñòè ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ïåðåõîäèò ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè
óïðóãîñòè â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Èç ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå
ðåøåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ñèë â ïîðèñòûõ, íàñûùåííûõ æèäêîñòüþ ñðåäàõ. Òàêæå èç ýòèõ ðå-
øåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîðîóïðóãîñòè âî âðåìåííîé îáëàñòè.
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