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Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ ãðóïïîâûõ îòêàçîâ â ñåòÿõ ïðè àíàëèçå
èõ íàäåæíîñòè. Ïðåäëîæåíû ðåàëèñòè÷íûå ìîäåëè îòêàçîâ ñ îãðàíè÷åíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ.
Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé èññëåäóþòñÿ ñïîñîáû ñíèæåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àíàëèçà íàäåæíîñòè ñåòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëó÷àéíûé ãðàô, íàäåæíîñòü, ãðóïïîâûå îòêàçû, àëãîðèòì.
New models of dependent failures in communication networks are discussed in the paper. These

models allows analyze situations with successive dependent failures with limited range of spreading
and with simultaneous failures of several elements, as channels, as nodes. Formal models' descriptions
are presented along with proofs of their correctness.
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Ââåäåíèå. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ èëè îöåíèâàíèÿ íàäåæíîñòè ñåòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
âàæíåéøèõ ïðè èõ ïðîåêòèðîâàíèè. Ýòà çàäà÷à èññëåäîâàëàñü íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ
äåñÿòèëåòèé è ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé. Èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå
ìîäåëè, ìåòîäû è ïîêàçàòåëè íàäåæíîñòè, âûáîð êîòîðûõ îáóñëîâëèâàåòñÿ ñïåöèôèêîé è
íàçíà÷åíèåì êîíêðåòíûõ ñåòåé [1, 2].

×àùå âñåãî â êà÷åñòâå ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ðåæå îðèåí-
òèðîâàííûé ãðàô èëè ãèïåðãðàô. Íàèáîëåå èññëåäîâàíà çàäà÷à òàê íàçûâàåìîé k-
òåðìèíàëüíîé íàäåæíîñòè, ò. å. îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè k âûäåëåííûõ óçëîâ ñåòè, ãäå
k ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò äâóõ (s − t ñâÿçíîñòü) äî îáùåãî êîëè÷åñòâà âåðøèí. Ïðè ýòîì ÷à-
ùå âñåãî ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàôû ñ íàäåæíûìè âåðøèíàìè è íåçàâèñèìî âûõîäÿùèìè
èç ñòðîÿ ðåáðàìè è/èëè âåðøèíàìè [3, 4]. Èíîãäà íà ñâÿçíîñòü íàêëàäûâàþòñÿ äîïîë-
íèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, íàïðèìåð, íà äëèíó ñâÿçóþùèõ öåïåé [5]. Ïðè÷èíîé ïîäîáíûõ
ïðåäïîëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ìîäåëåé è èõ àíàëèçà. Îäíàêî, ïðåäïî-
ëîæåíèå íåçàâèñèìîñòè îòêàçîâ ÷àñòî ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòàì, äàëåêèì îò ðåàëüíîñòè, è,
ñîîòâåòñòâåííî, ê ëîæíûì ðåøåíèÿì.

Â áîëåå ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëÿõ âî âíèìàíèå ïðèíèìàåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ îòêàçà, ò. å. îòêàç îäíîãî ýëåìåíòà ìîæåò ïðèâåñòè ê öåïî÷êå îòêàçîâ, êàê ïðîòÿ-
æåííîé âî âðåìåíè, òàê è ïðîèñõîäÿùåé îäíîâðåìåííî. Ïðèìåðàìè òàêèõ îòêàçîâ ìîãóò
áûòü îòêàç áàçîâîé òåëåôîííîé ñòàíöèè, ïðè êîòîðîì îò ñåòè îòêëþ÷àåòñÿ ñðàçó ìíîæå-
ñòâî òåëåôîíîâ, çàøóìëåíèå ðàäèî÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà, ïðè êîòîðîì ïðåðûâàåòñÿ ìíîãî
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ñîåäèíåíèé, èñïîëüçóþùèõ ýòîò äèàïàçîí, ïðèðîäíàÿ èëè àíòðîïîãåííàÿ êàòàñòðîôà, íà-
ðóøàþùàÿ èíôðàñòðóêòóðó ñâÿçè â íåêîòîðîé îáëàñòè, è ò. ä.

Èçâåñòíû ïóáëèêàöèè ïî ìîäåëÿì ñåòåé ñ çàâèñèìûìè îòêàçàìè. Â [6] ðàññìîòðåíà
ìîäåëü êîððåëèðîâàííûõ îòêàçîâ. Êîððåëÿöèîííàÿ çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿëàñü èñõîäÿ èç
åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óçëàìè, ÷òî âïîëíå îáúÿñíèìî â ñëó÷àå îòêàçîâ, ñâÿçàí-
íûõ ñ ïðèðîäíûìè èëè àíòðîïîãåííûìè ôàêòîðàìè, íàïðèìåð óðàãàíîì èëè îáèëüíûì
ñíåãîïàäîì. Îäíàêî òàêàÿ ìîäåëü ïðèìåíèìà ëèøü ê ñåòÿì, îáñëóæèâàþùèì äîñòàòî÷íî
áîëüøèå òåððèòîðèè ìàñøòàáà ñòðàíû èëè ðåãèîíà.

Â [7] äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàâèñèìûõ îòêàçîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä
Ìîíòå-Êàðëî, íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷èìûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ áîëüøèõ ñåòåé òðåáóåòñÿ ïðî-
âåäåíèå ñëèøêîì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýêñïåðèìåíòîâ.

Óïðîùåííàÿ ìàðêîâñêàÿ ìîäåëü îòêàçîâ ïðåäëîæåíà â [8]. Â ýòîé ìîäåëè âñå ïåðåõîä-
íûå âåðîÿòíîñòè ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ìîäåëü óäîáíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðàñèâûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, íî àáñîëþòíî íå èìååò ïðàêòè÷åñêîãî ñìûñëà.

Â íàøåé ñòàòüå ìû ïðåäëàãàåì íîâûå ìîäåëè çàâèñèìûõ îòêàçîâ, áîëåå ïîäõîäÿùèå äëÿ
îïèñàíèÿ íåêîòîðûõ ðåàëüíûõ ñèòóàöèé è â òî æå âðåìÿ äîâîëüíî ïðîñòûå, ìàòåìàòè÷åñêè
êîððåêòíûå è ïîçâîëÿþùèå äàëüíåéøåå ðàçâèòèå.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Íåôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ìîäåëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àéíûå ãðà-

ôû. Êàê ðåáðà, òàê è âåðøèíû ìîãóò âûõîäèòü èç ñòðîÿ áåç âîññòàíîâëåíèÿ. Îòêàç ðåáðà
ïðèâîäèò ê åãî óäàëåíèþ èç ãðàôà, òîãäà êàê îòêàç âåðøèíû ïðèâîäèò ê åå óäàëåíèþ
âìåñòå ñî âñåìè èíöèäåíòíûìè åé ðåáðàìè.

Ãëàâíîå ïðåäïîëîæåíèå ñâÿçàíî ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì õàðàêòåðîì îòêàçîâ, ò. å. ìû âû-
áèðàåì òàêèå ìàëåíüêèå èíòåðâàëû âðåìåíè, ÷òî íà íà íèõ íå ìîæåò ïðîèçîéòè áîëåå
îäíîãî îòêàçà. Òàêæå ìû ïðåäïîëàãàåì íàëè÷èå ïðàâèëà îñòàíîâêè ïðîöåññà ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ îòêàçà, íàïðèìåð ïî äîïóñòèìîìó êîëè÷åñòâó ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòêàçîâ â ñåòè
èëè åå ÷àñòè. Â ðåàëüíûõ ñåòÿõ ýòî ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ íåêîòîðîãî ìåõàíèçìà áåç-
îïàñíîñòè, áëîêèðóþùåãî äàëüíåéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå îòêàçà, â ÷àñòíîñòè îòêëþ÷åíèåì
ôðàãìåíòà ñåòè.

Íàñ èíòåðåñóåò ìîäåëèðîâàíèå çàâèñèìûõ îòêàçîâ â ãðàôå. Îäíàêî, â ñàìîì îáùåì
ñëó÷àå ìîäåëü çàâèñèìûõ îòêàçîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêîé ñòðóêòóðîé, ïîñêîëüêó
íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ñîáûòèÿ äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòêàçîâ è ââîäèòü
óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè îòêàçîâ ïðè óñëîâèè ðåàëèçàöèè êàæäîãî èç ýòèõ ñîáûòèé. Ýòîò
ïîäõîä íå òîëüêî íåóäîáåí äëÿ èçó÷åíèÿ, íî è íå ïðèìåíèì íà ïðàêòèêå, òàê êàê ñáîð
ñòàòèñòèêè äëÿ èçó÷åíèÿ ñåòè â ðàìêàõ òàêîé ìîäåëè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Â êà÷åñòâå ìîäåëè çàâèñèìûõ îòêàçîâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëü êàñêàäíûõ îò-
êàçîâ, â êîòîðîé âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòà íà i-îì øàãå ïðîöåññà îòêàçîâ
çàâèñèò òîëüêî îò òîãî, êàêîé ýëåìåíò âûøåë èç ñòðîÿ íà (i − 1)-îì øàãå. Ïðè ýòîì íà
ïåðâîì øàãå ýëåìåíòû ñ÷èòàþòñÿ îòêàçûâàþùèìè íåçàâèñèìî. Òàêîé ïîäõîä âèäèòñÿ ïðè-
ìåíèìûì, íàïðèìåð, ê òàêèì ñèòóàöèÿì, êàê îòêàç ïîäñòàíöèé ïðè ñêà÷êå íàïðÿæåíèÿ
â ýëåêòðè÷åñêîé ñåòè èëè ïåðåêðûòèå äîðîã âñëåäñòâèå ñíåãîïàäà. Â äàëüíåéøåì áóäåò
ïðîèëëþñòðèðîâàíà ïðèìåíèìîñòü ýòîé ìîäåëè è ê äðóãèì ïðàêòè÷åñêèì ñèòóàöèÿì.

Äëÿ îöåíêè íàäåæíîñòè ñåòè áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå ïîêàçàòåëè íà-
äåæíîñòè. Áóäóò ïðèâåäåíû àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ òàêèõ ïîêà-
çàòåëåé â ðàìêàõ ìîäåëè êàñêàäíûõ îòêàçîâ. Â ñèëó òîãî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à
ðàñ÷åòà êàêîãî-ëèáî ïîêàçàòåëÿ íàäåæíîñòè ñâîäèòñÿ ê ïîëíîìó ïåðåáîðó, áóäóò ïðåäëî-
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æåíû íåêîòîðûå ñïîñîáû óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ. Â ÷àñòíîñòè, áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå
÷àñòíûå ñëó÷àè ðåãóëÿðíûõ ñòðóêòóð, äëÿ êîòîðûõ â ÿâíîì âèäå áóäóò ïîëó÷åíû ôîðìó-
ëû ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé.

Èòàê, îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ìîäåëè êàñêàäíûõ îòêàçîâ, åå
ïðèìåíèìîñòè ê ðåàëüíûì ñèòóàöèÿì, à òàêæå ñîñòàâëåíèå àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè ñåòè, çàäàííîé ãðàôîì, â ðàìêàõ
ýòîé ìîäåëè è îïòèìèçàöèÿ äàííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ íà ïðàêòèêå.

Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü çàäàíû ãðàô G = (V, E), à òàêæå ìíîæåñòâî
L ⊂ V ∪ E íåíàäåæíûõ êîìïîíåíòîâ ãðàôà. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòû L êàê l1, l2, . . . .

Ââåäåì ôîðìàëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ ω áóäåì èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî âñåõ íåïîâòîðÿþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç
íîìåðîâ íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ L, îêàí÷èâàþùèõñÿ îñòàíîâêîé îòêàçîâ (îáîçíà÷èì èõ
Stop).

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îò-
êàçîâ ýëåìåíòîâ li1 , li2 , . . . , lik , îêàí÷èâàþùóþñÿ îñòàíîâêîé, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê e =
{i1, i2, . . . , ik}, è áóäåì îáîçíà÷àòü ej = ij. Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ñîáûòèé:
S(i) = e ∈ ω|e1 = i � âñå èñõîäû, îòêàçû â êîòîðûõ íà÷èíàþòñÿ ñ ýëåìåíòà li.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíòàðíûé èñõîä îáîçíà÷àåò îäíó ðåàëèçàöèþ ãðàôà ïîñëå
êîððåêòíîé çàâåðøåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòêàçîâ. Â êà÷åñòâå ñèãìà-àëãåáðû ñîáûòèé
âîçüìåì ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Îñòàëîñü ëèøü îïðåäåëèòü
âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó. Îáîçíà÷èì H := (L ∪ {Stop}) Äëÿ ýòîãî ïóñòü çàäàíû ñëåäóþùèå
ôóíêöèè:

p0 : H → R+,

p : L×H → R+,

òàêèå, ÷òî ∃l̂ ∈ H|p0(l̂) > 0 è

∀lk ∈ L ∃ l̂ ∈ H | p(lk, l̂) > 0.

Íàêîíåö, ââåäåì ôóíêöèþ

p∗ : L×H × 2H → (0, 1),

çàäàííóþ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà E = {i1, i2, . . . , ik} ⊂ L è
äëÿ l,m ∈ H\E ïîëîæèì:

p∗(l,m,E) :=
p(l,m)∑

r∈H\E p(l, r)
,

è â òî÷êàõ, ãäå
∑

r∈H\E p(l, r) = 0, äîîïðåäåëèì åå íóëåì.

Ïåðåéäåì, íàêîíåö, ê îïðåäåëåíèþ (1) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû. Äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü åå
íà âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäàõ, òî åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî e = {i1, i2, . . . , ik} ∈ ω. Çàäàäèì
åå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) íåìåäëåííîå âûðîæäåíèå îòêàçîâ:
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P ({∅}) :=
p0(Stop)∑
l∈H) p0(l)

;

2) îäèí íåçàâèñèìûé îòêàç:

P ({i}) :=
p0(i)∑
l∈H) p0(l)

· p∗(i, Stop,∅);

3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàâèñèìûõ îòêàçîâ:

P ({i1, i2, . . . , ik}) :=
p0(i1)∑
l∈H p0(l)

· p∗(i1, i2,∅) · p∗(i2, i3, i1)·

· p∗(i3, i4, i1, i2) · · · · · p∗(ik, Stop, i1, i2, . . . , ik−1).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ òðîéêà (ω, 2ω, P ) çàäàåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Îñòàíîâèìñÿ, îäíàêî, íà òîì ôàêòå, ÷òî

∑
e∈ω P (e) = 1 :∑

e∈ω

P (e) = P (∅) +
∑
i∈G

P (i) +
∑

i1,i2∈G

P ({i1, i2}) + . . .+

∑
i1,i2,...,in∈G

P ({i1, i2, . . . , in}) =
p0(Stop)∑
l∈H p0(l)

+
∑
i∈G

p0(i)∑
l∈H p0(l)

·

· p∗(i, Stop,∅) +
∑

i1,i2∈G

p0(i1)∑
l∈H p0(l)

· p∗(i1, i2,∅) · p∗(i2, Stop, i1) + . . .+

+
∑

i1,i2,...,in∈G

p0(i1)∑
l∈H p0(l)

· p∗(i1, i2,∅) · p∗(i2, i3, i1) · p∗(i3, i4, i1, i2) · . . .

· p∗(in, Stop, i1, i2, . . . , in−1) =
p0(Stop)∑
l∈H p0(l)

+
∑
i∈G

p0(i)∑
l∈H p0(l)

·

·

(
p(i, Stop)∑
r∈H p(i, r)

+
∑
j∈G

p(i,j)∑
r∈H p(i, r)

·

(
p(j, Stop)∑
r∈H\i p(j, r)

+ . . .

))
=

p0(Stop)∑
l∈G p0(l)

+
∑
i∈H

p0(i)∑
l∈H p0(l)

·

(
p(i, Stop)∑
r∈H p(i, r)

+
∑
j∈G

p(i,j)∑
r∈H p(i, r)

· 1

)
=

=
p0(Stop)∑
l∈H p0(l)

+
∑
i∈G

p0(i)∑
l∈H p0(l)

· (
∑
j∈H

p(i,j)∑
r∈H p(i, r)

) =

=
p0(Stop)∑
l∈G p0(l)

+
∑
i∈G

p0(i)∑
l∈H p0(l)

= 1.

Íàøà ïåðâàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè îò ãðàôà f(G) (ïîêà-
çàòåëü íàäåæíîñòè) ðàññ÷èòûâàòü Ef(G\e), òî åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîêàçàòåëÿ
íàäåæíîñòè â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè.

2. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîêàçàòåëÿ íàäåæíîñòè

ãðàôà. Ïóñòü çàäàíà íåêàÿ ôóíêöèÿ ãðàôà f(G) � ïîêàçàòåëü íàäåæíîñòè, íàïðèìåð,
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ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû. Íèæå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðàñ÷åòà Ef(G\e),
ïî ñóòè ÿâëÿþùèéñÿ ïîëíûì ïåðåáîðîì:

function func(l, l', {l1, . . . , lk}, k)
for m ∈ H\{l1, . . . , lk, l}|p(l′,m,{l1, . . . , lk}) > 0 do

if m = Stop then
S := S + kf(G\{l1, . . . , lk, l})

else
func(l', m, {l1, . . . , lk}, k · p(l′,m,{l1, . . . , lk})

end

end

function main()

S := 0; for l ∈ H|p0(l) > 0 do
if l = Stop then

S := S + p0(l)f(G);
else

for m ∈ H\{l}|p(l,m,∅) > 0 do
func(l, m, ∅, p0(l), p(l,m,∅))

end

end

end

Íåìåäëåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: âîçìîæíî ëè êàêèì-ëèáî îáðàçîì óëó÷øèòü ýòîò àëãî-
ðèòì? Âåäü ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ ðåàëèçàöèé ãðàôà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ æèçíåñïîñîáíûì
ïîäõîäîì. Îòâåò äàåò ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ

Ëåììà 1. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ïîäñ÷åòà Ef(G\e) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîêàçàòåëÿ
ñâîäèòñÿ ê ïîëíîìó ïåðåáîðó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [14] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ïîäñ÷åòà Ef(G\e) äëÿ ôóíêöèè ñâÿçíîñòè

f1(G) = {1, åñëè G ñâÿçåí; 0, èíà÷å}

â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ îòêàçîâ ýëåìåíòîâ ãðàôà ñâîäèòñÿ ê ïîëíîìó ïåðåáîðó. Åñëè â
ìîäåëè êàñêàäíûõ îòêàçîâ èñïîëüçîâàòü ïîêàçàòåëü f1(G) è ïîëîæèòü

p(l,m,{l1, . . . , lk}) := p0(l),

òî, î÷åâèäíî, ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ñ íåçàâèñèìûìè îòêàçàìè.

Ìîäåëü ñ îãðàíè÷åíèåì íà ãëóáèíó îòêàçà. Â íåêîòîðûõ ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ ñåòÿõ
èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðåäîõðàíèòåëüíûå ìåõàíèçìû, ñïîñîáíûå îñòàíîâèòü ðàñïðî-
ñòðàíåíèå îòêàçà, â ÷àñòíîñòè, àâòîìàòè÷åñêèå ïðåäîõðàíèòåëè. Â ìîäåëè êàñêàäíîãî îò-
êàçà ýòîò ôàêò ìîæíî îòðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè p0, p, p

∗ êàê
â ìîäåëè êàñêàäíûõ îòêàçîâ. Çàäàäèì ôóíêöèþ

p∗∗(l,m,E) = p∗(l,m,E) · I{|E| < d},

ãäå I � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, à d > 0 � ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìàÿ ãëóáèíà îòêàçà.
Çàìåíèâ p∗ íà p∗∗ â îïðåäåëåíèè (1), ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû äëÿ âåðî-
ÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîäåëè ñ îãðàíè÷åíèåì íà ãëóáèíó îòêàçà.
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Òàêîå îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ,
òàê êàê îãðàíè÷åíèå íà ãëóáèíó îòêàçà ïîçâîëÿåò ñîîòâåòñòâåííî îãðàíè÷èòü ãëóáèíó
ðåêóðñèè â àëãîðèòìå 1, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óñêîðåíèþ ðàñ÷åòîâ.

3. Ãðàô çàâèñèìîñòåé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ çàâèñèìûõ êàñêàä-
íûõ îòêàçîâ âìåñòî ôóíêöèé p0, p, çàäàþùèõ èõ ðàñïðåäåëåíèå, óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
ãðàô çàâèñèìîñòåé:

Ïóñòü çàäàí ãðàô G = (V,E) ñ íåíàäåæíûìè ýëåìåíòàìè L ⊂ (V ∪E) è ðàñïðåäåëåíèåì
êàñêàäíûõ îòêàçîâ, çàäàííûì ôóíêöèÿìè p0, p. Íàïðàâëåííûé ãðàô G′ = (V ′, E ′), ãäå
V ′ = L, à E ñîñòîèò èç íàïðàâëåííûõ ðåáåð (l1, l2) ∈ E ′ ⇐⇒ ∃A ⊂ L | p(l1, l2) > 0 ñ âåñàìè
w(e = (l1, l2)) := p(l1, l2), áóäåì íàçûâàòü ãðàôîì çàâèñèìîñòåé ãðàôà G.

Îïåðèðîâàòü òàêèì ãðàôîì óäîáíî äëÿ èëëþñòðàöèè çàâèñèìîñòè îòêàçîâ ýëåìåíòîâ
ãðàôà. Îñîáåííî óäîáíûì ýòîò ãðàô ñòàíîâèòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà âåðøèíû G ìîãóò îòêà-
çûâàòü, à ðåáðà � àáñîëþòíî íàäåæíû, òî åñòü L∩E = ∅. Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ñåòè.

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è è äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ
íà öåëåâóþ ôóíêöèþ, âîçìîæíî ðåäóöèðîâàòü ãðàô çàâèñèìîñòåé è òåì ñàìûì óñêîðèòü
ðàñ÷åò íåêîòîðûõ ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè ïóòåì óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ äëÿ
ïîëíîãî ïåðåáîðà.

Ïðè ïðîâåäåíèè ðåäóêöèè ãðàôà çàâèñèìîñòåé öåëüþ ÿâëÿþòñÿ çàìåíà íåêîòîðûõ ïîä-
ãðàôîâ ãðàôà G′ ïîäãðàôàìè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ
âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ýëåìåíòîâ è èçìåíåíèå àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëÿ íàäåæíî-
ñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû, ó÷èòûâàÿ äîïîëíèòåëüíûå âåñà, ïîëó÷èòü òîò æå ïîêàçàòåëü
íàäåæíîñòè. Òî åñòü,

G→ (Greduced, f), ãäå |Greduced| < |G|, f : Greduced → R,

ãäå f � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ.
3.1. Ðàññìàòðèâàåìûå öåëåâûå ôóíêöèè. Ïîëó÷åíèå óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà ðåäóê-

öèè ãðàôà, ïîçâîëÿþùåãî ðàññ÷èòûâàòü àáñîëþòíî ëþáûå öåëåâûå ôóíêöèè, íåâîçìîæíî.
Îäíàêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.

Íàïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè fv(G) = |V | − |ω| (êîëè÷åñòâî îòêàçàâ-
øèõ âåðøèí) ìîæíî ïðîèçâîäèòü ðåäóêöèþ ïîäãðàôîâ, â ÷àñòíîñòè, óäàëåíèå âèñÿ÷èõ
âåðøèí è ðåäóêöèþ öåïåé. Âîçìîæíî ïðîèçâîäèòü íåêîòîðûå âèäû ðåäóêöèè è äëÿ òàêèõ
ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè, êàê fv(G) = |E|−|ω| � ÷èñëî îòêàçàâøèõ ðåáåð; 2-òåðìèíàëüíàÿ
ñâÿçíîñòü; âåëè÷èíà ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç äàííîå ðåáðî, è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïîêà-
çàòåëåé. Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ïîêàçàòåëÿ fv.

3.2. Ðàññìàòðèâàåìûå ðàñïðåäåëåíèÿ îòêàçîâ. Íàëîæèì ñëåäóþùåå óñëîâèå íà ôóíê-
öèè p0 è p:

p(i,j) > 0⇒ {li, lj � ñìåæíû}.

Òàêîå îãðàíè÷åíèå âîçìîæíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ îòêàçîâ íåñêîëüêî ñóæàåò êðóã âîçìîæ-
íûõ ïðèëîæåíèé ìåòîäîâ ðåäóêöèè, îäíàêî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò âûêëàäêè. Çàìåòèì,
÷òî ýòè óñëîâèÿ íå ïðåòåíäóþò íà íàèìåíüøóþ îáùíîñòü. Íåâîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ ðå-
äóêöèè â ñëó÷àå áîëåå ìÿãêèõ óñëîâèé íà ðàñïðåäåëåíèå îòêàçîâ â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû
íå äîêàçàíî.

3.3. Ðåäóêöèÿ ãðàôà çàâèñèìîñòåé. Ïóñòü â ãðàôå çàâèñèìîñòåé G′ ïðèñóòñòâóåò ïîä-
ãðàô GR ⊂ G′, òàêîé, ÷òî â íåì íåò íåçàâèñèìî îòêàçûâàþùèõ ýëåìåíòîâ, à çàâèñèìûå
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îòêàçû âõîäÿò â íåãî ÷åðåç åäèíñòâåííóþ âåðøèíó s ∈ GR è âûõîäÿò ÷åðåç åäèíñòâåííóþ
âåðøèíó f ∈ GR. Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ãðàô âìåñòå ñ âåðøèíàìè s, f ìîæíî çàìåíèòü íà
îäíó âåðøèíó vr ñ íåêîòîðûì âåñîì, êîòîðûé ìû áóäåì ñïåöèàëüíî ó÷èòûâàòü ïðè ïîä-
ñ÷åòå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷èñëà îòêàçàâøèõ âåðøèí òàêèì îáðàçîì, ÷òî èòîãîâîå
ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòêàçîâ. Â ñèëó òîãî, ÷òî
âíóòðè GR íåò íåçàâèñèìî îòêàçûâàþùèõ âåðøèí è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêàçîâ ìîæåò
âîéòè â íåãî òîëüêî ÷åðåç s è âûéòè òîëüêî ÷åðåç f , ìîæíî ðàçáèòü âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îòêàçîâ ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ íà ñëåäóþùèå òðè êàòåãîðèè:

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå íå âêëþ÷àþò íè îäíîé âåðøèíû èç GR;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå çàõîäÿò â GR ÷åðåç s è îñòàíàâëèâàþòñÿ âíóòðè GR;

3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå çàõîäÿò â GR ÷åðåç s, ïðîõîäÿò ÷åðåç íåãî è âûõîäÿò
÷åðåç f .

Ïîíÿòíî, ÷òî çàìåíà ãðàôà GR íà âåðøèíó íå ïîâëèÿåò íà îòêàçû ïåðâîé êàòåãîðèè.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè æå âòîðîé è òðåòüåé êàòåãîðèé ñîäåðæàò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü îò-
êàçîâ èç GR, ïîýòîìó áóäóò çàòðîíóòû ïðè ðåäóêöèè. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü îòêàçîâ èç âòîðîé êàòåãîðèè:

A = (i1, i2, . . . , ik, s, v1, . . . , vl, Stop).

Ïîíÿòíî, ÷òî f(G\A) = |A| = k + (l + 1). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

P (A) = P ((i1, i2, . . . , ik, s)) · P ((s, v1, . . . , vl, Stop)),

ãäå âòîðîé ìíîæèòåëü çàâèñèò ëèøü îò ñòðóêòóðû GR â ñèëó óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà
ýòîò ïîäãðàô è ðàñïðåäåëåíèå îòêàçîâ; à ïåðâûé ìíîæèòåëü, íàïðîòèâ, íå çàâèñèò îò
ñòðóêòóðû GR.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êàêóþ-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêàçîâ èç òðåòüåé êàòåãîðèè:

B = (i1, i2, . . . , ik, s, v1, . . . , vl, f, ik+1, . . . , in, Stop).

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî f(G\B) = |B| = k+ (l+ 1) + (n− k− 1) = n+ (l+ 1). Ðàñïèøåì òåïåðü
âåðîÿòíîñòü P (B):

P (B) = P ((i1, i2, . . . , ik, s)) · P ((s, v1, . . . , vl, f)) · P ((f, ik+1, . . . , in, Stop)).

Ìû âèäèì, ÷òî îïÿòü ëèøü âòîðîé ñîìíîæèòåëü çàâèñèò îò ñòðóêòóðû GR, â òî âðåìÿ
êàê ïåðâûé è ïîñëåäíèé çàâèñÿò ëèøü îò ñòðóêòóðû (G\GR). Êðîìå òîãî, ìû âèäèì òàêæå
è êàêîé âêëàä â ðàñ÷åòíûé ïîêàçàòåëü âíîñèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêàçîâ, ëåæàùàÿ
â GR � äëèíó ýòîé ñàìîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ðàññìîòðèì ãðàô GR îòäåëüíî îò ãðàôà G′. Äëÿ ýòîãî äîáàâèì ê íåìó âåðøèíó ve �
âûõîäíóþ âåðøèíó äëÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îòêàçà, è âñå íàïðàâëåííûå ðåáðà, âûõî-
äÿùèå ÷åðåç f , çàìåíèì íà îäíî ðåáðî (f, ve) ñ âåñîì, ðàâíûì ñóììå âåñîâ âñåõ ýòèõ ðåáåð.
Â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèìûõ îòêàçîâ âîçüìåì ñóæåíèå ôóíêöèè p∗ íà GR, îäíàêî
äëÿ çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ íåçàâèñèìûõ îòêàçîâ âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèåé:
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p(v) = {1, åñëè v = s; 0 èíà÷å}.

Ïðîäîëæèì òàêæå p∗ íà ve ñëåäóþùèì îáðàçîì: p∗(ve, Stop) := 1; ∀l ∈ H 6=
Stop p∗(ve, l) := 0. Îáîçíà÷èì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà îòêàçàâøèõ âåðøèí GR ñ
ýòèìè ïàðàìåòðàìè çà w(GR). Íàçîâåì òàêæå âåëè÷èíó Pexit(GR) := P ((s, . . . , f, ve, Stop))
âåðîÿòíîñòüþ âûõîäà, à åå äîïîëíåíèå PStop(GR) := 1 − PExit(GR) � âåðîÿòíîñòüþ îñòà-
íîâêè âíóòðè GR.

Òåïåðü ìîäèôèöèðóåì àëãîðèòì ðàñ÷åòà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè íàäåæ-
íîñòè äëÿ âçâåøåííûõ ãðàôîâ. Ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èìååò
âåñ w(v) = 1. Áóäåì îòíûíå ðàññ÷èòûâàòü EP (ω)f ′(ω), ãäå f ′(ω) :=

∑
v∈ω w(v), òî åñòü íå

÷èñëî îòêàçàâøèõ âåðøèí, à èõ ñóììàðíûé âåñ.
Ðàññìîòðèì ãðàô Gred, ÿâëÿþùèéñÿ ãðàôîì G′, â êîòîðîì GR çàìåíåí íà âåðøèíó vr

ñ âåñîì w = w(GR) ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå ðåáðà, âõîäÿùèå â s, çàìåíÿþòñÿ íà ðåáðà ñ
òåìè æå âåñàìè, âõîäÿùèìè â vr; ðåáðà, âûõîäÿùèå èç f , çàìåíÿþòñÿ íà ðåáðà, âûõîäÿùèå
èç vr, è èõ âåñà äîìíîæàþòñÿ íà PExit(GR); ôóíêöèÿ æå p∗ èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
p∗(vr, Stop) := PStop(GR).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ïåðå÷èñëåííûõ äåéñòâèé, äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåî-
ðåìó:

Òåîðåìà 1 î êîððåêòíîñòè ðåäóêöèè ãðàôà. Ïóñòü ãðàôû G,G′, GR, Gred çàäàíû òàê,
êàê îïèñàíî âûøå, è çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèìûõ îòêàçîâ; f = fv.
Òîãäà

E
Gred

f ′(ω) = E
G
f(ω).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ

E
Gred

f ′(ω) =
∑
Gred

P (ω)f ′(ω);

E
G
f(ω) =

∑
G

P (ω)f(ω),

äîñòàòî÷íî íàéòè îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñëàãàåìûìè â ñóììàõ, ñòîÿùèõ â ïðà-
âûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ. Âîñïîëüçóåìñÿ îïèñàííûìè âûøå òðåìÿ êàòåãîðèÿìè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé îòêàçîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îòêàçîâ èç ïåðâîé êàòåãîðèè ñëàãàåìûå ñëåâà è
ñïðàâà ðàâíû. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îíè ðàâíû è äëÿ îñòàëüíûõ îòêàçîâ.

Çàäàäèìñÿ êàêèì-íèáóäü îòêàçîì âòîðîé êàòåãîðèè:

A = (i1, i2, . . . , ik, s, v1, . . . , vl, Stop).

Çàôèêñèðóåì öåïî÷êó îòêàçîâ, íå âõîäÿùóþ â GR: (i1, i2, . . . , ik, s). Âîçüìåì âñå îòêàçû
âòîðîé êàòåãîðèè, èìåþùèå òàêîå æå íà÷àëî, è îáîçíà÷èì èõ êàê S(A). Ðàñïèøåì:∑

e∈S(A)

P (e)f(e) =
∑
e∈S(A)

P ((i1, i2, . . . , ik, s)) · P ((s, v1, . . . , vl, Stop)) · f(e) =

P ((i1, i2, . . . , ik, s))
∑
e∈S(A)

P ((s, v1, . . . , vl, Stop))f(e) =

P ((i1, i2, . . . , ik, s))
∑
e∈S(A)

P ((s, v1, . . . , vl, Stop))(k + l + 1) =
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k · P ((i1, i2, . . . , ik, s)) ·
∑
e∈S(A)

P ((s, v1, . . . , vl, Stop)) +

P ((i1, i2, . . . , ik, s)) ·
∑
e∈S(A)

P ((s, v1, . . . , vl, Stop))(l + 1) =

P ((i1, i2, . . . , ik, s)) · PStop(GR)(w(GR) + k).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñî ñëàãàåìûì â
∑

Gred
P (ω)f ′(ω), ñîîòâåòñòâóþùèì îòêàçó ñ

íà÷àëîì (i1, i2, . . . , ik, vr) è îñòàíîâêîé â vr.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ è äëÿ îòêàçîâ òðåòüåé êàòåãîðèè.

Âîçüìåì â íåé êàêóþ-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

B = (i1, i2, . . . , ik, s, v1, . . . , vl, f, ik+1, . . . , in, Stop).

Âîçüìåì âñå îòêàçû òðåòüåé êàòåãîðèè ñ òàêèì æå íà÷àëîì è êîíöîì, òî åñòü ôèêñèðó-
åì ïóòè îòêàçîâ âíå GR è áåðåì âñå âîçìîæíûå ïóòè ÷åðåç GR. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî
F (B). Ðàñïèøåì:∑

e∈F (B)

P (e)f(e) =
∑

e∈F (B)

P ((i1, i2, . . . , ik, s)) · P ((s, v1, . . . , vl, f)) ·

= ·P ((f, ik+1, . . . , in, Stop))f(e) = P ((i1, i2, . . . , ik, s)) ·

= ·P ((f, ik+1, . . . , in, Stop)) ·
∑

e∈F (B)

P ((s, v1, . . . , vl, f))f(e) = . . .

Îáîçíà÷èì äëÿ êîìïàêòíîñòè çàïèñè:

P1 := P ((i1, i2, . . . , ik, s)) · ·P ((f, ik+1, . . . , in, Stop)).

Òîãäà∑
e∈F (B)

P (e)f(e) = P1

∑
e∈F (B)

P ((s, v1, . . . , vl, f))f(e) = P1

∑
e∈F (B)

P ((s, v1, . . . , vl, f)) ·

= ·(l + 2 + n) = P1 · PExit(GR)w(GR) + P1 · PExit(GR)n

= P1 · PExit(GR)(w(GR) + n).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñî ñëàãàåìûì â
∑

Gred
P (ω)f ′(ω), ñîîòâåòñòâóþùèì îòêàçó

(i1, i2, . . . , ik, vr, ik+1, . . . , in).
Òàêèì îáðàçîì, ñëàãàåìûå âòîðîé è òðåòüåé êàòåãîðèè ïåðåõîäÿò ïðè ðåäóêöèè â êàêîå-

ëèáî îäíî ñëàãàåìîå â ïîäñ÷åòå âçâåøåííîãî ïîêàçàòåëÿ ðåäóöèðîâàííîãî ãðàôà, à ñëàãàå-
ìûå ïåðâîé êàòåãîðèè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ
íå äîáàâëÿåòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ ãðàôà GR,
òàêîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêàçîâ çàõîäèò â íåãî ðîâíî ÷åðåç îäíó âåðøèíó, íî íè-
êîãäà íå âûõîäèò, òàê êàê ïðè ýòîì âñåãî ëèøü èñ÷åçàþò âñå ñëàãàåìûå òðåòüåãî âèäà.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì, ïîýòîìó áóäåò îïóùåíî.

3.4. Ñëåäñòâèÿ ðåäóêöèè ãðàôà. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàì ýôôåêòèâíî ðå-
äóöèðîâàòü ïîäãðàôû ñïåöèàëüíîãî âèäà â âåðøèíó ñ âåñîì. Èçâåñòíû ýôôåêòèâíûå àë-
ãîðèòìû ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê íàäåæíîñòè ïðè îáíàðóæåíèè öåïåé, âèñÿùèõ âåðøèí,



40 Âû÷èñëèòåëüíûå è ñåòåâûå ðåñóðñû

ìîñòîâ. Ñàìà ïî ñåáå ðåäóêöèÿ ãðàôîâ ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî âåðøèí â ïîëíîì
ïåðåáîðå âñåõ ðåàëèçàöèé îòêàçàâøåãî ãðàôà, ñîêðàùàÿ âðåìåííóþ ñëîæíîñòü ðàñ÷åòîâ.

4. Òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ñïåöèàëüíûõ ãðàôîâ. Â ëèòåðàòóðå ÷àñòî ïðèáåãàþò ê
åùå îäíîìó ñïîñîáó óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ íà ïðàêòèêå � èñïîëüçîâàíèþ òî÷íûõ ôîðìóë äëÿ
ãðàôîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà, òàêèõ êàê öåïè, ðåøåòêè, äåðåâüÿ, öèêëû; à òàêæå ôîðìóë äëÿ
ïîëíûõ ãðàôîâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
ôîðìóëû.

Ëåììà 2 (ôîðìóëà äëÿ öèêëà). Äëÿ ãðàôà G, ÿâëÿþùåãîñÿ öèêëîì äëèíû n, åñëè çà-
âèñèìûå îòêàçû ïðîèñõîäÿò òîëüêî ìåæäó ñìåæíûìè âåðøèíàìè, âåðíà ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà:

Ef(G\e) = P (∅)f(G) +
∑
i∈G

[P ({i})f(G\i) + P ({i})P ({i, i+ 1}) ·

f(G\i, i+ 1) + . . .+ P ({i})P ({i, i+ 1})P ({i, i+ 2}) ·
. . . · P ({i, i+ 1, . . . , i− 1})f(∅) + P ({i})P ({i, i− 1})f(G\i, i− 1) + . . .+

P ({i})P ({i, i− 1})P ({i, i− 1,i− 2}) · . . . P ({i, i− 1, . . . , i+ 1})f(∅)].

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå, êîãäà ∀l ∈ H p0(l) = 1
(n+1)

;

∀l,m ∈ G, p(l,m) =

{
p1, åñëè l,m ñìåæíû.

0, èíà÷å.

è ∀l ∈ Gp(l, Stop) = p2, è öåëåâîé ôóíêöèåé f , çàâèñÿùåé òîëüêî îò ñòðóêòóðû ãðàôà,
òî ýòà ôîðìóëà èìååò âèä:

Ef(G\e) =
q

n+ 1
f(G) + nq +

n∑
i=1

pi−1fi, (1)

ãäå p = p1
(p1+p2)

; q = p2
(p1+p2)

; fi = f(G\(k1, k2, . . . , ki)).
Äîêàçàòåëüñòâî 2 î÷åâèäíî. Äîêàçàòåëüñòâî 1 ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé íîâûõ îáî-

çíà÷åíèé â 2 è çàìåíîé f(G\i1, . . . , ik) = fk â ñèëó ñèììåòðèè f .
Ëåììà 3 (ôîðìóëà äëÿ öåïè).

Ef(G\e) = P (∅)f(G) +
n∑
i=1

P (i)
(
F+(i) + F−(i)

)
, ãäå

F+(i) = f(G\i)P (Stop) + P (i, i+ 1)f(G\(i,i+ 1))P (Stop) + . . .+

P (i,i+ 1, . . . , n, 1, . . . , i− 2, i− 1)f(∅)P (Stop);

F−(i) = f(G\i)P (Stop) + P (i, i− 1)f(G\(i,i− 1))P (Stop) + . . .+

P (i,i− 1, . . . , 1, n, . . . , i+ 2, i+ 1)f(∅)P (Stop),

F−(0) = F+(n) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíî � äîñòàòî÷íî ðàñïèñàòü Ef(G\e) ïî îïðåäåëåíèþ.
5. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ìîäåëè îòêàçîâ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðåä-

ëîæåííîé ìîäåëè áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Objective-C. Ïðîãðàììà ñîñòîèò
èç äâóõ ÷àñòåé � ãåíåðàöèè ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîâìåñòíûõ
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Ðèñóíîê. Ìîäåëèðóåìàÿ ñåòü

ðàñïðåäåëåíèé çàâèñèìûõ îòêàçîâ è íåïîñðåäñòâåííî ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè â
ðàìêàõ ìîäåëè êàñêàäíûõ îòêàçîâ.

Â êà÷åñòâå ãåíåðèðóåìûõ ñëó÷àéíûõ ñòðóêòóð áûëè âûáðàíû êëàññè÷åñêèå ðåãóëÿðíûå
ãðàôû: ðåøåòêè, êîëüöà, öåïè, äåðåâüÿ, çâåçäû; à òàêæå ñëó÷àéíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ãðà-
ôû. Ïîìèìî ýòîãî, áûëà ðåàëèçîâàíà âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü ãðàô, ñîñòîÿùèé èç íåñêîëü-
êèõ ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ, ñîåäèíåííûõ àáñîëþòíî íàäåæíûìè ðåáðàìè.

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé çàâèñèìûõ îòêàçîâ ïîäáèðàëîñü òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé
âåðøèíû îòêàç êàæäîé èç ñóùåñòâóþùèõ ñîñåäíèõ âåðøèí áûë ðàâíîâåðîÿòåí, è ñ òàêîé
æå âåðîÿòíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêàçîâ îñòàíàâëèâàëàñü â ýòîé âåðøèíå. Êðîìå
ýòîãî, áûëà ðåàëèçîâàíà âîçìîæíîñòü ïîìå÷àòü íåêîòîðûå ïîäãðàôû êàê çàùèùåííûå,
òî åñòü òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêàçîâ íå ìîæåò ïîêèíóòü ïîäãðàô.

Â êà÷åñòâå öåëåâûõ ôóíêöèé áûëî âûáðàíî íåñêîëüêî ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè, â ÷àñò-
íîñòè êîëè÷åñòâî óöåëåâøèõ âåðøèí è ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû.

Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðàñ÷åòîâ áûë ðåàëèçîâàí ïîäñ÷åò ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.
Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ, ïîëíûé ïåðåáîð âîçìîæíûõ èñõîäîâ ïðîèçâîäèëñÿ ïàðàëëåëüíî
(ìíîãîïîòî÷íîñòü îáåñïå÷èâàëàñü ïàðàëëåëüíîé î÷åðåäüþ NSOperationQueue èç ñòàíäàðò-
íîé áèáëèîòåêè Foundation).

5.1. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ çàùèòû ïîäñåòè íà íàäåæíîñòü ñåòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ãðàô, ìîäåëèðóþùèé íåêîòîðóþ íåáîëüøóþ àáñòðàêòíóþ êîìïüþòåðíóþ ñåòü, ñîñòîÿùóþ
èç òðåõ ïîäñåòåé: öèêëà A äëèíû 7, çâåçäû B èç 7 âåðøèí è äåðåâà C íà 8 âåðøèíàõ
(ñì. ðèñ.).

Â êà÷åñòâå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîêàçàòåëÿ áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé
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Òàáëèöà

Íàäåæíîñòü çàùèùåííûõ ñåòåé

Çàùèùåííûå ïîäñåòè Ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà

íåò 17,54287955714198687929
A 18,57495085212022090104
B 18,16249735809181586887
C 18,00202907237274274621

A è B 19,15114470108692401595
A è C 19,02846429649757098446
B è C 19,03473102858287901995
A, B, C 19,20421573067633715937

ñâÿçíîé êîìïîíåíòû. Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû, èññëåäóþùèå âëèÿíèå íàëè÷èÿ çàùèòû
ïîäñåòè îò âõîæäåíèÿ âíåøíèõ îòêàçîâ íà íàäåæíîñòü ñåòè â öåëîì. Äëÿ ýòîãî áûë ïîä-
ñ÷èòàí ñðåäíèé âçâåøåííûé ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû â ñëó÷àå çàâèñè-
ìûõ îòêàçîâ, ïåðåäàþùèõñÿ ïî âñåìó ãðàôó, à çàòåì êàæäàÿ èç ïîäñåòåé ïîìå÷àëàñü êàê
çàùèùåííàÿ. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ.

Êàê âèäíî, çàùèòà ïîäñåòåé óâåëè÷èâàåò íàäåæíîñòü âñåé ñåòè â öåëîì, ÷òî âïîëíå
ñîîòâåòñòâóåò çäðàâîìó ñìûñëó.

Ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ â äàííîé ðàáîòå ìîäåëü êàñêàäíûõ îò-
êàçîâ ïðèìåíèìà ê ðàçëè÷íûì ñèòóàöèÿì â ðåàëüíîé æèçíè è äåéñòâèòåëüíî ïîçâîëÿåò
âûïîëíÿòü ðàñ÷åòû íàäåæíîñòè, ïîëåçíûå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è àíàëèçå ñåòåé.

Çàêëþ÷åíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ðàñ÷åòà íàäåæíîñòè ñåòåé â ñëó÷àå çàâèñèìûõ
îòêàçîâ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàç-
ëè÷íûõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ ðàçëè÷íûå îñîáåííîñòè ñòðóêòóðû ñåòåé, îäíàêî òîëüêî
íåáîëüøîå ÷èñëî ìîäåëåé ïðèíèìàåò â ðàñ÷åò âîçìîæíîñòü çàâèñèìîñòè ìåæäó îòêàçàìè
ýëåìåíòîâ ñåòè.

Â ðàìêàõ ðàáîòû áûëà ïðåäëîæåíà ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü êàñêàäíûõ îòêàçîâ, ïîçâîëÿ-
þùàÿ ìîäåëèðîâàòü çàâèñèìûå îòêàçû ýëåìåíòîâ â ðàçëè÷íûõ ñåòÿõ. Áûëè ïðîâåðåíû
àêñèîìû âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ òàêîé ìîäåëè. Äëÿ ñåòåé ñ ïðåäîõðàíèòåëüíû-
ìè ìåõàíèçìàìè ïðåäóñìîòðåíà ìîäåëü ñ îãðàíè÷åíèåì íà ãëóáèíó îòêàçà.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ñâÿçàíû êàê ñ ðàññìîòðåíèåì äðóãèõ ïîêàçàòåëåé íàäåæ-
íîñòè äëÿ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè îòêàçîâ, òàê è ñ ðàñøèðåíèåì ýòîé ìîäåëè.
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